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Cvicenie 5: Kombintorické dokazy identit
Nasledujice identity je zviéSa moizné dokdzaf dvoma principidlne odlinymi spésobmi: algebraickou manipuldciou alebo
kombinatorickou interpretdciou. Hoci nemusi byt na $kodu vyriesit niekolko tloh aj algebraicky, cielom je predovsetkym
precvicenie kombinatorickych dokazov. Takyto kombinatoricky dékaz spociva v identifikacii vhodnych tried kombinatorickych
konfiguracii, ktorych pocet je dany lavou a pravou stranou identity a v ndslednom pozorovani, Ze medzi tymito triedami
existuje bijekcia. Preto sa casto hovori aj o bijektivnych dokazoch.
Uloha 1. Dokazte, ze pre vsetky n, k € N plati

Uloha 2. Dokézte, 7ze pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 3. Dokazte, ze pre vsetky n, k € N plati
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— Uloha 5. Dokazte, ze pre vSetky n,m, k € N plati
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— Uloha 6. Dokazte, ze pre vSetky n € N plati
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Uloha 7. Dokazte, ze pre vsetky n,r, s,t € N plati
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Uloha 8. Dokézte, 7e pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 9. Dokézte, ze pre vietky n € N plati
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Uloha 10. Dokézte Vandermondovu identitu: pre vietky n,m,r € N plati
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— Uloha 11. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati
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— Uloha 12. Dokéite, ze pre vietky n, k € N plati

S0 =()

— Uloha 13. Dokazte, ze pre vsetky n € N plati
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— Uloha 14. Dokéite, ze pre vsetky n, k € N plati
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Uloha 15 (*). Dokézte, ze pre vietky n € N plat{
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kde F, 11 je (n 4 1)-vé Fibonacciho ¢islo.

Uloha 16 (*). Dokéite, ze pre vietky n € N plat{
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Viaceré kombinatorické identity mozno dokézat ich transforméciou na lahsie dokdzatelné identity medzi polynémami. To
znamend ndjst k danej identite L(s) = R(s) polynémy pr(z) a pr(z) také, Ze koeficient pri z° je v pr(z) rovny L(s) a v pr(z)
je rovny R(s). Nésledne staci dokézat, ze pre vsetky z plati pr(z) = pr(z) — rovnost koeficientov je priamym doésledkom. Pri
hladan{ vhodnych polynémov pr(z) a pr(x) je uZitoénym néstrojom prave binomickd veta. Vid tiez pozndmku pod vetou
2.15 zo skript.

Aj ked' sa pouzitie tejto metédy obmedzuje iba na relativne nevelki triedu identit, ide o zaklad ovela vSeobecnejsej metédy
tzv. generugicich funkcii (niekde tiez vytvdrajicich funkci?), v ktorej sa mamiesto polynémov pouzivaju ,nekonetné po-
lynémy*“, ¢ize formdine mocninové rady. To uz viak presahuje ramec tohto predmetu. Viac sa mozete dozvediet na predmete
Kombinatorickd analyza (1).

Uloha 17 (*). Pomocou binomickej vety dokdzte pre vsetky n,s € N identitu

Uloha 18 (*). Pomocou binomickej vety dokdzte pre vsetky n,s € N identitu

()= 2, GO

i+j+k=s

Napovedy k rieseniam

e

Pocet spodsobov, ako vybrat k-prvkovi podmnozinu n-prvkovej mnoziny pricom jeden prvok je specidlny.
7 n + 1 &isel losujeme k nerozliSiteInych a jedno dodatkové.
7 n &isel losujeme k nerozlisitelnych a jedno dodatkové.

Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c} obsahujicich prava m pismen a a prave k pismen b.
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Méame po n prvkov na 3 kopkach, chceme vyberaf z nich n. Rozdelime na pripady podla toho, po kolko prvkov
Vyberamez troch kopok: 3+0+4+0,24+1+0,1+1+1.

7. Pocet slov dfiky n z pismen {a,b, c,d} takych, ze pocet a a b je s, pocet b a ¢ je r, pocet b je t.



8. Pocet podmnozin (ne)parnej velkosti. Kazdd takéd podmnozina je jednozna¢ne uréend n — 1 miestami charakteris-
tického vektora.

9. Z 2n prvkov vyberame podmnozinu n prvkov: vyberieme k z prvych n a z druhych n prvkov vyberieme k, ¢o tam

nie su.

10. Z n+ m prvkov vyberame r prvkov. Rozdelime na pripady, kedy vyberame k z m a zvySnych r — k z m prvkov.
11. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c}.

12. Pocet n-pismenovych slov z {a, b, c} obsahujicich presne k pismen a.

13. Pocet sposobov, ako vylosovat z n &isel nejaky pocet a jedno dodatkové éislo.

14. Pocet (k + 1)-prvkovych podmnoZin (n + 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady podla najviicgieho prvku.
15. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1, 2}, ktorych stcet je n.

17. Roznasobnte zatvorky v rovnosti (1 + z)"* = (1 +2)" + z(1 + z)™.



