Cvicenie 6: zakladné kombinatorické konfiguracie II

Definicia 1 (Kombindcie s opakovanim). Kombindciou s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoziny B
nazveme [ubovolni k-prvkovi multimnozinu obsahujticu prvky mnoziny B. Ich pocet oznacujeme C}(n).

Veta 1. Nech B je lubovolnd koneénd mnozina takd, Ze |B| = n. Nech k € N je lubovolné. Pre pocet
kombindcii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mnoziny B plati

Cl(n) = <n+lli_1>'

Neodporicame pamdtat si tento vzorec, nakolko sa lahko dd pomyjlit v —1 alebo v zdmene n a k. Radsej si
pamitajte jeho dokaz. S vyuZitim myslienok dokazu dokonca ani nemusite tito vetu dokazovat. Staci pri
dokazoch vyuzit, Ze kazdi kombindciu s opakovanim k-tej triedy z n prvkov mozno bijektivne zobrazit na
postupnost k gulécok a n — 1 paliciek tak, Ze pocet gulééok v i-tom iuseku uddva, kolkokrdt sme do nasej
kombindcie s opakovanim vybrali i-ty prvok mnoZiny M.

Upozornenie

Pokial sa predsa len rozhodnete v rieseni dloh odvoldvat na vetu [1, tak dbajte na nasledovni
zésadu):
e Musi byt jasné, ako ttito vetu pouzivate, teda Ze ¢o je mnozina M, z ktorej vyberate prvky
a ¢o je k, teda kolko prvkov z nej vyberate.

e Musite pouzif naozaj tiito vetu s prednasky. Je mozné, Ze ste sa stretli (napr. na strednej

skole) s inou definiciou kombindcii s opakovanim alebo aj inym vzorcom, napr. ("Zk)

Nestaci len napisat vzorec alebo pozndmku ,kombindcie s opakovanim®. Riesenia cez vzorec, ktoré
nerespektuju tieto zdsady, moézu byt pokladané za netiplné, nakolko posobia, Ze latke nerozumiete.

\.

Uloha 1. Kombinatoricky interpretujte vetu .

— Uloha 2. Na salasi chovajii ovee z deviatich plemien (nekoneéne vela ovci z kazdého plemena). Ovee
rovnakého plemena si navzajom neodlisitelné. Kolko réznych jedélnickov mé k dispozicii medved,
ktory chce zjest presne pit ovei?

Uvedieme priklad netdplnych rieSeni tejto tlohy, hoci so spravnym vysledkom.

Neuplné riesenie 1

9+571) — (13

Kombinécie s opakovanim n =9, k =5 — ( 5 5) moznosti.

V tomto rieseni nie je jasné, ako bola pouZzitd veta [1. Moze ist o rieSenie Studenta, ktory len ndhodou
spravne tipol, Ze n m4 byt 9 a £ ma byt 5. Od tplného riesenia ho nedeli vela — sta¢i len podrobnejsie
napisat, pre¢o sme zvolilin =9 a k = 5.

Netplné riesenie 2

9+571) — (13

Kombinécie s opakovanim n =5, k =9 — ( 5 5) moznosti.

Toto riesenie ma spravny vysledok, ale obsahuje dve chyby:

1. Nejde o kombindcie s opakovanim 9-tej triedy z 5 prvkov, ako naznacuje volba n =9, k = 9.

2. Pouziva nespravny vzorec pre vypocet poc¢tu kombindcii s opakovanim (v zmysle nasej definicie)



Spravne rieSenie

Z (mnoziny) n = 9 plemien vyberdme multimnozinu k¥ = 5 plemien, ktorti medved zje. Kombindcie

s opakovanim — (9+g_1) = (153) moznosti.

Uvedieme este jedno riesenie, v ktorom poukdZeme na formalnu nezrovnalost.

Riesenie s formalnou chybou

Situdciu si predstavime ako postupnost 5 gulocok a 8 paliciek. Palicky ndm rozdelia gulocky na
9 suvisly usek, pricom pocet gulocok v i-tom tseku reprezentuje pocet zjedenych oviec z i-teho
druhu. Na zdklade kombinécii s opakovani takychto moznosti je (5'g8) = (153).

Tu je chyba len v odvolani sa na kombindcie s opakovanim. Totizto, ked si tilohu prevedieme na gulocky
a palicky, tak sa tym zbavime kombindcii s opakovanim. Na uréenie po¢tu rozmiestneni 5 guldcok a 8
pali¢iek pouzivame kombindcie bez opakovania — z 5+ 8 = 13 miest vyberieme 5 miest pre gulocky, ¢o
nam uréf celt postupnost.

— Uloha 3. Kolko roznych jedalnickov mé k dispozicii medved z predchadzajicej tlohy v pripade, ze
sa rozhodol drzat diétu a zjest najviac Styri ovee?

— Uloha 4. Uvazujme rovnicu
T+ T+ ...+ T =5,

kde p, s € N. N§jdite pocet rieseni tejto rovnice v prirodzenych ¢islach a v nenulovych prirodzenych
¢islach.

— Uloha 5. UvaZzujme nerovnost
$1+ZL’2+...+IPSS,

kde p, s € N. Najdite pocet rieSeni tejto nerovnosti v prirodzenych ¢islach a v nenulovych prirodzenych
¢islach.

Definicia 2 (Permutédcie s opakovanim). Nech A = {1,...,n} a B je konetnd mnozina taka, ze |B| = n.
Nech £ € Na B = By U By U...U By je rozklad mnoziny B na k disjunktnych podmnozin, pricom
|B1| = n1,|B2| = na,...,|Bg| = ng. Definujme na mnozine vsetkych bijekcii z A do B reldciu ekvivalencie
R takt, Ze pre dvojicu bijekcii f,g: A — B plati fRg prave vtedy, ked pre vsetky ¢ € A existuje index
je{l,..., k}tak, ze f(i) aj g(¢) patria do B; — teda ak sa vetky prvky A zobrazia pri oboch zobrazeniach
na prvok rovnakej triedy rozkladu mnoziny B. Permutdciou s opakovanim z ny prvkov prvého druhu, ng

prvkov druhého druhu, ..., n; prvkov k-teho druhu nazveme Iubovolnt triedu ekvivalencie reldcie R.
Veta 2. Nechn € N a k € N s1 lubovolné a nech ni,...,n, € N st také, Ze n1 + ...+ ny = n. Pocet
permutdcii s opakovanim z ny prvkov prvého druhu, no prvkov druhého druhu, ..., np prvkov k-teho
druhu je

< n ) . n!
ny,nNo,...,Ng n1!n2!...nk!

— Uloha 6. Kolko presmy¢iek je mozné vytvorit zo slova ANTANANARIVO?

Uloha 7. Na Sachovnici stoji vetkych 32 standardnych figirok. Kolko moznych rozostaveni mozno
ziskat po vymene pozicii nejakého poctu figtirok? (Vo vysledom rozostaveni je teda rovnaka sada
figirok a obsadenych je rovnakych 32 policok.)



I Nasledujtice tlohy st zamerané na konfiguracie réznych typov.

Uloha 8. Na Sachovnici stoji vetkych 32 standardnych figirok. Kolko moznych rozostaveni mozno
ziskat po prehodeni prave jednej dvojice figirok?

Uloha 9. Kolkymi sposobmi mozno rozostavit na sachovnicu standardni sadu 32 figirok (bez ob-
medzeni danych Sachovymi pravidlami).

Uloha 10. Kolkymi sposobmi mozno rozostavif na sachovnicu standardnt sadu 32 figirok tak, aby
vsetky biele figiurky boli v riadkoch 1 az 4 a vSetky ¢ierne figurky boli v riadkoch 5 az 87

Uloha 11. Kolkymi spésobmi mozno rozostavit na sachovnicu standardni sadu 32 figirok tak, aby
v kazdom stfpci bol prave jeden biely pesiak?

Uloha 12. Kolkymi spésobmi mozno postavit na sachovnicu dve ¢ierne veze a bieleho krala tak,
aby ziadna z vez{ kréla neohrozovala? (Veza v nasej terminolégii ohrozuje kréla aj v pripade, ked ju
kral moze v d'alsom kroku vyhodit.)

Uloha 13. Kolkymi sposobmi mozno postavit na sachovnicu bieleho a ¢ierneho koia tak, aby sa
navzajom neohrozovali?

Uloha 14. Kolkymi spésobmi mozno postavif na Sachovnicu dvoch nerozlisitelnych konov tak, aby
sa navzajom neohrozovali?

Uloha 15. Kolkymi sposobmi mozno vytvorif zo standardnej sady 32 figirok nejakd multimnozinu
(Tubovolnej velkosti)?

Uloha 16. Kolkymi spésobmi mozno vytvorit zo standardnej sady 32 figirok nejaki multimnoZinu
tak, aby obsahovala aspon jedného strelca a najviac troch konov?

Uloha 17. V obchode maju 13 druhov keksikov. Chceme si kipit 24 keksikov tak, aby sme z kazdého
druhu kipili aspoi jeden. Kolkymi sposobmi to vieme spravit?

Uloha 18. Uréte pocet 7 -cifernych ¢isel, ktoré maju cifry
a) v klesajicom poradi,
b) v rasticom poradi,
¢) v nerasticom poradi,
d) v neklesajicom poradi.

Uloha 19. Na policke je za sebou uloZenych 12 knih. Kolkymi sposobmi mozno vybratf spomedzi
nich 5 tak, aby sme nevybrali Ziadne dve vedla seba?

Uloha 20. Katka, Lenka, Norbert, Marek a Olga nazbierali 47 nerozlisitelnych jabfk. Chec si ich
rozdelif tak, ze Katka a Lenka dostani parny pocet jablk a Norbert, Marek a Olga dostani neparny
pocet jablk. Kolkymi sposobmi to mozu spravit?

Uloha 21. Mame 52 kariet: 26 ¢ervenych a 26 modrych. Kolkymi sposobmi mozno z nich vybrat
podmnozinu tak, aby v nej bol rovnaky pocet ¢ervenych a modrych kariet?

Uloha 22. Nech k, d € N* a nech A je mnozina majuca kd prvkov. Uréte pocet rozkladov mnoziny
A na d-prvkové podmnoziny.
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