Cvicenie 10: Grafy I — zakladné pojmy

Definicia 1. Graf je dvojica G = (V, E), kde V je neprézdna koneénd mnozina a
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Prvky mnoziny V nazyvame vrcholmi, prvky mnoziny E nazyvame hranami.

Ak v grafe G = (V, E) pre nejaké (nie nutne rézne) vrcholy u,v € V a hranu e € E plati e = {u, v},
hovorime, ze hrana e je incidentnd s vrcholmi v a v. Pod rddom grafu rozumieme pocet prvkov mnoziny
V.

Uvedend terminoldgia nie je tiplne ustdlend a moze sa od zdroja k zdroju 1igit. Takto definovany pojem
wgraf“ sa napriklad ¢asto oznacuje ako jednoduchy graf; niektoré hrany priptistaji ndsobné / paralelné
hrany (multigrafy), sluéky vo vrcholoch alebo orientované hrany.

Definicia 2. Nech G = (V,E) je graf a k € N. Graf G je k-reguldrny, ak pre vsetky v € V plati
degq(v) = k. Graf G je regularny, ak je k-reguldrny pre nejaké k.

Uloha 1. Rozhodnite, ¢i existuje graf, ktorého vrcholy maju stupne:
a) 4,3,2,2,1,0;
b) 4,2, 2,2 1, 1;
c) 6,4, 3,3,2,2,1;
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d) 7,6,5,4,3,2, 1;
) 6,6,5,4,2, 2, 1;
)

f)8,7,7,6,32 22 2 2 1.

Uloha 2. Dokdzte, ze v kazdom jednoduchom grafe, ktory ma aspon dva vrcholy, existuji aspon
dva vrcholy s rovnakym stupnom.

Uloha 3. N3jdite vietky dvojice (n, k) € N? také, ze existuje aspon jeden k-reguldrny jednoduchy
graf radu n.

Uloha 4. Nech n > 1 je prirodzené cislo. Najdite pocet vsetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V. ={1,...,n}.

Uloha 5. Nech n, k > 1 st prirodzené ¢fsla. Néjdite pocet vSetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V' = {1,...,n}, ktoré maji prave k hrén.

Uloha 6. Najdite vSetky navzdjom neizomorfné 3-regularne grafy radu 6.

Uloha 7. Zistite, ktoré z nasledujucich grafov si izomorfné.
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Uloha 8. Nech G = (V, E) je graf taky, ze pre vsetky v € V plati deg.(v) > 2. Dokazte, ze graf G
musi nutne obsahovat kruznicu.

Uloha 9. Dokdzte, ze v lubovolnom 2-reguldrnom grafe lezi kazdy vrchol na prave jednej kruznici.
Uloha 10. Popiste vsetky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu dIZky 3.

Uloha 11. Dokéite, ze kazdy graf G obsahuje cestu dizky 6(G) a kruznicu dizky aspon 6(G) + 1
(pre 0(G) > 2), kde 6(G) je najmensi stupen grafu.

RieSenia

1. Neexistuju:

c¢) nemoéze mat tri vrcholy nepdrneho stupiia

d) vrchol stupria 7 m4 len 6 d'alsich, s ktorymi moze byt spojeny

e) dva vrcholy stupnia 6 musia byt spojené s kazdym ostatnym, ¢o porusi stupen 1. f) z vrcholov
stuptiov 8, 7, 7, 6 vychadza asponn 5+ 4 + 4 + 3 = 16 hran, ale do zvysnych vrcholov méze vchadzat
najviac 3+2+2+2+4+2+2+1 =14 hran

Graf rddu n nemoze mat vrchol stupna 0 a aj n — 1.

. Musi platit n > k a ak n je neparne, tak k& musi byt péarne.
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6. K33 a Ky, kde sme jeden vrchol nahradili trojuholnikom.
7

. Triedy izomofnych grafov si {a), d), e)}, {b)}, {c)}, {f)}
f) obsahuje ako jediny 5 vrcholov )
b), ¢) obsahuju kruznice dlzky 4, pricom v grafe c¢) sa kazdd hrana nachadza v nejakej kruzinici dlzky
4.

9. Ak by lezal na viacerych, tak vrchol, v ktorom sa kruznice rozpoja, ma velky stupen.

10. Grafy, v ktorych kazdy komponent je bud Cs, alebo hviezda — graf, kde je jeden vrchol spojeny
s hranou s d'alsimi 7 vrcholmi (a Ziadne iné hrany neobsahuje), i > 0

11.



