Kombinatorika cez programovanie
Jozef Rajnik

Uvod
Tento text ukazuje, ako si mozno pri rieSeni kombinatorickych tiloh pomoct programovani. Je hlavne zamerany na sivis

medzi matematickym rieSenim tloh a ako tieto rieSenia zodpovedaji programom, ktoré nam vypisu vSetky moznosti.

Cielom tohto textu je pomdct pochopit ¢itatelom niektoré dolezité aspekty kombinatoriky. Predsa len, program vieme
spustit, vidime jeho vystup a moZzeme ho aj otestovat. Je teda hmatatelnejsi ako nejaké abstraktné matematické
rieSenie, ktoré si nie kazdy vie predstavit.

Na zaciatok sa patri zdoraznit, Ze ciefom nie je uéit sa pisat efektivne algoritmy na generovanie kombinatorickych
objektov (hoci aj toho sa niekedy dotkneme). Niektoré programy moZzu byt neefektivne alebo proti istym programéa-
torskym zasadam.

Dohody

Usporiadané n-tice budeme stotoziiovat s n-prvkovymi postupnostami a taktieZ aj zo zobrazeniami z mnoziny {0, 1,...,n—
1} (%o je aj pomerne Standardné definicia koneénych postupnosti). Rovnaky objekt budeme tieZ niekedy nazyvat ako
slovo, najméa ak p6jde o postupnosti pismen napr. anglickej abecedy. Kartezidnsky stc¢in viacerych mnozin n mnozin
budeme brat ako komutativnu operaciu, vysledkom ktorej je mnoZina usporiadanych n-tic. Preto pri tomto zapise
nebudeme uvadzat zatvorky . Ak sa v kartezidnskom sucine vyskytne viacero mnoZzin za sebou, tak vieme skratit
zapis s vyuZitim umochovania. Teda M3 = M x M x M. (To napokon sedi aj s dohodou, v ktorej M? zna& mnoZinu
zobrazené z mnoziny {0,1,2} do mnoziny M, teda M{%12}). Teda ak M = {1}, tak podla tejto dohody plati

MxMxM=M?xM=Mx M*=M*={(1,1,1)}.
Avsak ak by sme pridali zatvorky, tak by sme dostali

M x (M x M) = {(L, (1, 1))} # {((1, 1), 1)} = (M x M) x M.

Ulohy st zadané tak, Zze sa pytaju na pocet moznosti, nakol’ko hlavnym cielom tohto materialu je matematickymi
uvahami uréit poc¢et moznosti. Vsetky tlohy st myslené tak, Ze mate napisat program, ktory vypiSe vSetky moZnosti a
o ktorom aj viete tento pocet moZnosti zistit bez toho, aby ste ho spustili. To zvyCajne znamena, Ze sa chcete vyhnut
podmienkam (if, while).

Material je do znac¢nej miery predbezny. Ak si vS§imente nejaké chyby, nahlaste ich, prosim, na
jozef .rajnik@fmph.uniba.sk.

1 Zakladné kombinatorické pravidla

1.1 Pravidlo staétu a siacéinu

LIPS

V tejto kapitole budeme pre zjednoduSenie povaZovat Cisla tiez za slovd. Napokon, ked ich program vypisuje na
obrazovku, tak sa aj tak k nim sprava.

Priklad 1.1. K dispozicii mame cifry 1,3,4,9. Kol'ko z nich vieme zlozit
a) dvojcifernych ¢isiel,
b) trojcifernych ¢isiel,

¢) $tvorcifernych ¢&isiel,



RiesSenie

a) 2-ciferné &isla

M= {1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
print(a, b, sep='")

b) 3-ciferné ¢isla

M= {1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a, b, c, sep='")

¢) 4-ciferné ¢isla

M= {1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
print(a, b, ¢, d, sep="")

Z tychto programov Tahko vypocitame, Ze vypisu postupne 42, 43 a 4 moZnosti. Vysvetlime si to na podtlohe b).
Prikaz print sa vykona 4-krat vo for cykle for ¢ in M:. Toto celé sa 4-krat zopakuje v cykle for b in M:, ¢o da
4.4 = 42 opakovani a eSte sa to 4-krat zopakuje cyklom for a in M:, ¢o nam da celkovo 42 - 4 = 43 vypisanych
moznosti.

Pravidlo sti¢inu v programovani zodpoveda vnorenym for cyklom. Ak kazdy for cyklus méa za kazdym rovnaky
pocet opakovani, tak celkovy pocet opakovani vypocéitame si¢inom tychto ¢iastkovych hodnét.

Priklad 1.2. Morzeova abeceda 1-znakové aZ 4-znakové slova zloZené so znakov . a -. Kolko existuje takychto slov?

M=t -}
for a in M:
print(a)
for a in M:
for b in M:
print(a + b)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for c in M:
for d in M:
print(a + b + ¢ + d)

Tento program sa sklad4 zo Styroch Casti, kde kazda obsahuje niekolko vnorenych for cyklov. Prva cast vypiSe 2
moznosti, druha ¢ast 22 moznosti, tretia 23 moznosti a Stvrta z 2* moZnosti. Ak chceme zistit, kolko moznosti sa
vypiSe spolu, tak tieto hodnoty jednoducho séitame.

Pravidlo st¢tu v programovani zodpoveda viacerym castiam programu zapisanym za sebou. Pocet moznosti,
ktoré ndm program vypiSe, dostaneme ako sti¢et moznosti vypisanych v jednotlivych castiach.

1.2 Funkcia na karteziansky sacin

Pisat velké mnozstvo vnorenych for cyklov nie je zrovna dobry programétorsky zvyk. Okrem toho je tu aj kus zdlhavé
a neprehladné. Preto si ukdZeme, ako si mozno zjednodusit pouzitie pravidla saéinu. Forméalne pravidlo sa¢inu mozno



vyjadrit nasledovne.
Formalne moZno pravidlo su¢inu vyjadrit pomocou kartezianskeho saéinu mnoZzin.
Veta 1. Nech Ay, As, ..., A, je lubovolngch n mnoZin, potom

|A; X Ay x +-- X Ap| = |A1| - |Ag| -+ - | Ay

Karteziansky saéin nam reprezentuje mnoZzinu usporiadanych n-tic, kde na prvé miesto mozeme vybrat Iubovolny
prvok z mnoziny A; (teda mame |A;| moZnosti), ...

Pokial sa nam nechce pisat tol'ko for cyklov, tak prave tadto matematicka reprezentécia ndm vie prist vhod. MoZeme
totiz vyuZit funkciu pre karteziansky stcin itertools.product, ktora bude iterovat cez vSetky usporiadané n-tice
kartezianbskeho su¢inu n mnozin, ktoré zaddame ako parametre. Teda podilohu 1d) vieme zapisat aj nasledovne:

from itertools import product
M={1, 3, 4, 9}

for a, b, ¢, d in product(M, M, M, M):
print(a, b, ¢, d, sep='")

V pripade, Ze robime karteziansky saéin tej istej mnoziny (ako teraz), tak nam staci uviest len jednu mnoziny a vyuzit
volitelny argument repeat na urcenie poétu jej zopakovania.

for a, b, ¢, d in product(M, repeat=4):
print(a, b, c, d, sep='")

Ak by sme chceli vypisovat naozaj usporiadané §tvorice, tak nemusime rozpisovat ich jednotlivé zlozky a vieme uSetrit
zopar znakov este takto:

for t in product(M, repeat=4):
print(t)

Ak by sme naopak ttuto skratku cheeli vyuzit na vypisovanie retazcov (¢o mozeme spravit aj teraz, kedZe medzi ¢islom a
retazcom v tejto tlohe nepotrebujeme rozlisovat), tak mozeme vyuzit metodu *’. join(t), ktora retazce v usporiadanej
n-tici (resp. inom iterovatelnom objekte) spoji do jedného retazca. Cely program by tak mohol vyzerat:

from itertools import product
M={'l', 131, 4, 9'}

for t in product(M, repeat=4):
print(''.join(t))

1.3 Vyuzitie bijekcii — nie na vSetko staci len kartezidnsky sicin

Len mélo kombinatorickych tloh je takych, kde premenné zo vietkych for cykloch len vypiSeme za sebou. Casto
potrebujeme vypisovat nieco iné. Ilustrujeme si to na tomto jednoduchom priklade.

Priklad 1.3. Kolko je 4-znakovych slov zloZenych z pismen U, K, T, G, ktoré maja posledné dve pismena rovnaké?

Lahko prideme k takémuto programu.

M= {IUI’ lK!, IT|, |Gl}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + ¢ + ¢)

Co sa tu deje po formélnej stranke? Ozna¢me mnozinu hladanych slov ako A. Nage tri for cykly v programe zodpovedaju
mnoZine M x M x M = M?3. Teraz by sme chceli ukézat, Ze takto sme dostali hfadany podet moznosti, teda |A| = |M?3|.
To formalne ukdZeme tak, Ze najdeme bijekciu f: M3 — A (alebo opaénym smerom). T4 bijekcia zjavne existuje a
ma predpis

f(a7 b7 C) = (a7 b? C’ C)'

Porovnajte tento predpis s tym, ¢o mame v print-e.
Doékaz, 7Ze ide o bijekciu je priamociarky. Injektivnost:

flab,e) = f(de, f) = (a.bec) = (die. f.f) = (a=dAb=chc=fAc=f) = (a,be) = (de, ).



Surjektivnost: Kazdy prvok mnoziny A je tvaru (a,b, ¢, ¢) a dostaneme ho ako f(a,b,c).

Ak chceme byt poriadne formalni, tak tento pristup vlastne pouzivame pri v8etkych tloh4ch, kde mame generovat
¢isla. Napr. tlohu 1.1 by sme vedeli naprogramovat aj takto.
M={1, 3, 4, 9}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print (100*a + 10%b + c)

Cize tu vyuzivame bijekciu f: M? — B, kde B je mnozina hladanych &isel, s predpisom f(a,b,c) = 100a + 10b + c.

Mat na paméti tento aspekt rieSenia kombinatorickych tloh ale nie je iba o formélnosti. Prave tato ¢ast byva jednou
z najcastejsich chyb, kvoli ktorym dostaneme zly vysledok kombinatorickej tlohy. Pri zlozitejsich tlohach sa k tymto
chybam dostaneme.

Na nasledovnom priklade si ukaZeme dve veci. Prvou je sofistikovanejsie pouZitie pravidiel su¢tu a sacinu — ide totiz o
situéciu, kedy to nie je tak zjavné v zadani. Vediet si vietky moZnosti rozdelit na vhodné mensie ¢asti (mnoziny), idealne
disjunktné, je dolezitym prvkom rieSenia kombinatorickych tloh. Druhou vecou je, Ze toto rieSenie si zjednodusime za
pouzitia vhodnej bijekcie.

Priklad 1.4. Kolko je vSetkych 4-znakovych slov zloZenych z pismen a, b c, d, e, ktoré obsahuji prave jedno
pismeno a.

RiesSenie

Moznosti rozdelime na pripady podla toho, na ktorej pozicii sa pismeno a nachadza.

M = {Ibl’ 'Cl’ Idl, lel}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print('a' + a + b + c)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + c)
for a in M:
for b in M:
for c in M:
print(a + b + ¢ + 'a')

Matematicky vieme tato mnozinu vyjadrit, ak ozna¢ime M = {a,b, c,d}, ako
{a} x M*UM x {a} x M3 U M? x {a} x M? U M3 x {a} x M U M* x {a}.
Pocet prvkov tejto mnoziny je podla pravidla st¢inu a sactu
A+t 44t 4 4 =540

Av8ak na programe si mozeme vSimnut, Ze sa da priamociaro zostru¢nit nasledovne:

M={Db', 'c', 'd', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:

print('a' + a + b + c)
print(a + 'a' + b + ¢)
print(a + b + 'a' + c)
print(a + b + ¢ + 'a')

Pripadne este nasledovne

M={Dp', 'c', 'd"', 'e'}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for i in range(4):
slovo = a + b + c
print(slovo[:i] + 'a' + slovo[i:])




Tu sme najprv vygenerovali slovo dlzky 3 bez pismen a a potom sme donho a-¢ko vlozili, na ¢o mame 4 moznosti.
Toto zas zodpovedana matematickému rieSeniu, v ktorom zavedieme mnozinu M3 x {0,1,2, 3}, ktord ma 43 - 4
prvkov, a najdeme bijekciu z tejto mnoziny na mnozinu zo zadania.

1.4 Pravidlo rozdielu alebo ¢asti chyba pri rieSeni

Priklad 1.5. Kolko je v8etkych 4-znakovych slov zloZenych z pismen a, b ¢, d, ktoré obsahuja aspon jedno pismeno a.

Pri ulohach tohto typu Studenti ¢asto napiSu nasledovné rieSenie:

Nespravne rieSenie

Najprv vyberieme poziciu, na ktorej sa bude nachédzat pismeno a — na to méame 4 moznosti. Potom ostévaji 3
miesta, na ktorych mézu byt Iubovolné pismené, na kazdom mieste méame na vyber 4, teda 4% moZnosti. Spolu
tak mame 4 - 43 = 4* moznosti.

IsteZe, problémom v tomto rieSeni je neformalnost. Napokon, doposial v tomto texte sme si eSte neukazovali, ako
formalne matematicky vyjadrit rieSenie takéhoto typu. Uvedieme preto aj formalnejsiu verziu. Pdjde vlastne o podobné
rieSenie ako pri priklade 1.4, len dovolime aj na zvySnych miestach pismeno a.

Nespravne rieSenie

Nech M = {a,b, c,d}. MoZnosti si rozdelime podl'a toho, na ktorej pozicii sa nachadza pismeno a. Teda mnozinu
zo zadania vieme vyjadrit ako

{a} x M* UM x {a} x M3 U M? x {a} x M? U M?® x {a} x M.
Podla pravidla su¢tu a safinu tak vieme uréit pocet prvkov tejto mnoziny ako:

B8P +3443 =48

. J

Ked mame rieSenie napisané takto formalne, tak ste si skor tu v8imli, kde je problém — predsa len, z formalnejsicho
zépisu to viac kri¢i. Ak v8ak nie, tak sa pozrieme na to, ako by sme niec¢o takéto naprogramovali. Opét sa inSpirujeme
rieSsenim prikladu 1.4.
M = {lal’ lbl’ 'C', 'd', |e|}
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print('a' + a + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for c in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + c)
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + b + ¢ + 'a')

Ked sa pozriete poriadne na vystup tohto programu, tak by ste si mohli v8imnit, v ¢om nastal problém — napr. slovo
abba sme vypisali 2-krat. Dokonca slovo aaaa aZ 4-krat! Toto je jedna z najcastejSich chyb pri rieSeni enumera¢nych
tloh — zapocitanie tej istej moznosti viackrat. Vo forméalnom rieSeni je problém v tom, Ze sme pouzili pravidlo suctu.
To vSak nemozeme, lebo uvedené Styri mnoziny nie si disjunktné (napr. vsetky obsahuji (a, a, a, a).

Ako teda na to ist spravne? Pouzit pravidlo suctu je fajn napad, len si potrebujeme v8etky moZnosti rozdelit na
disjunktné mnoZiny. Napr. jeden z priamod&iarych népadov je podla poctu a-¢ok: modZe byt jedno, dve, tri alebo Styri.
Vsetky styri pripady vieme vyriesit podobne ako s len jednym a-¢kom, teda v priklade 1.4. No toto rieSenie je celkom
zdlhavé. Efektivnejsie je rozdelit si moznosti podl'a vyskytu prvého pismena a.



RiesSenie

Vsetky moZnosti si rozdelime na 4 mnoziny podla toho, ¢i sa a prvykrat objavi na 1., 2., 3. alebo 4. mieste.
Tieto mnoziny si zjavne disjunktné.

M={'a', 'b', 'C', 'd', |e|}
# Prve a je 1. mieste
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
print('a' + a + b + ¢)
# Prve a je 2. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a + 'a' + b + ¢)
# Prve a je 3. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for ¢ in M:
print(a + b + 'a' + ¢)
# Prve a je 4. mieste
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for c in M - {'a'}:
print(a + b + ¢ + 'a')

Po matematickej stranke to zodpoveda rieSeniu, kde si mnozinu moznosti vyjadrime ako

{a} x MAU (M — {a}) x {a} x M3 U (M — {a})? x {a} x M2 U (M — {a})® x {a} x M.

\ 7

Najjednoduch$im matematickym rieSenim vSak je rieSenie zaloZené na nasledovnej tvahe: VSetkych 4-znakovych slov
zlozenych z pismen a, b c, d, je 4*. Slov dlzky 4, ktoré neobsahuju ziadnea, je 3* (na kazdé zo Styroch miest mame teraz
len 3 moznosti). Po vyluceni tychto slov nam zostana préve 4-znakové slova, ktoré obsahuji aspoi jedno a, ktorych
teda je 4* — 3%. Tato tivaha sa nazyva pravidlo rozdielu a forméalne sa da vyjadrit nasledovne.

Veta 2. Nech A a B si mnoZiny, pre ktoré plati B C A. Potom |A\ B| = |A| —|B].

Pri jeho pouzivani si teda musime dévat pozor na podmienku B C A, teda, Ze ¢i vSetky ,z1é* moznosti, ktoré
odéitavame, sme naozaj zapocitali vo vSetkych moznostiach. Formélne teda toto rieSenie zapiSeme ako

Hl'adant mnozinu vyjadrime ako
M\ (M —{ah)™.

KedZe zjavne plati (M — {a})* C M*, tak podla pravidla rozdielu a pravidla si¢inu méme

|MAN\ (M = {a})*| = M = [(M - {a})*| = 4* - 3%.

. 7

Zial, pravidlo rozdielu nemé nejakd peknt alternativu pri programovani. Jeden zo sposobov, pri ktorom aj naozaj
vyuzijeme mnozinovy rozdiel, je nasledovny:

M={'a', 'b', 'C‘, 'd'}
vsetky = set()
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
vsetky.add(a + b + ¢ + d)
zle = set()
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for c in M - {'a'}:
for d in M - {'a'}:
zle.add(a + b + ¢ + d)
for slovo in vsetky - zle:
print (slovo)

Avgak z programu takéhoto typu nevieme l'ahko ur¢it pocet moznosti, ktoré sa vypisu. Isteze, do mnoZiny vsetky sa
vlozi 4* slov a do mnoziny zle sa vlozi 3* slov. No zadrhely st nasledovné:



e MnoZina vsetky moZe obsahovat v skuto¢nosti menej ako 4* slov — mohlo sa nam staft, %e sme nejaké rovnaké
slovo vlozili viackrat. Rovnako to moze byt aj s mnoZinou zle.

e Ak aj mnoziny vsetky a zle budt obsahovat spravny pocet prvkov, stile sa nam méze vypisat viac ako 4* — 3%
slov — ak mnozina zle bude obsahovat nejaké slova, ktoré nie stt v mnozine vsetky.

Na tieto tuskalia je vhodné pamétat, ked budeme pisat programy tohto typu. Vysporiadat sa da s tym pridanim
vhodnych prikazov assert:

M={a, 'p', 'c', 'd'}
vsetky = set()
for a in M:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
moznost = a + b +c +d
assert moznost not in vsetky
vsetky.add (moznost)
zle = set()
for a in M - {'a'}:
for b in M - {'a'}:
for c in M - {'a'}:
for d in M - {'a'}:
moznost = a +b + c +d
assert moznost not in zle
assert moznost in vsetky
zle.add (moznost)
for slovo in vsetky - zle:
print(slovo)

Riadky 8 a 16 nam zarucuji, Ze ak by sme i§li nejaké slovo pridat druhykrat, tak program padne. Riadok 17 zas
sposobi pad programu, ak do mnoziny zle vlozime nieco, ¢o nie je v mnozine vsetky. Takto sme dostali program,
ktory, ak skonéi bez chyby, vypise 4* — 3* moznosti.

1.5 Zovseobecnené pravidlo stc¢inu

Teraz sa pozrieme na sofistikovanejsie pouzitie pravidla stcinu, ktoré si ukidzeme na nasledovnej tlohe.

Priklad 1.6. Vypiste vSetky a) 2, b) 3, ¢) 4-ciferné &isla zloZené z cifier 1,2, 3,4, 5, v ktorych sa neopakuju cifry.

Dvojciferné ¢isla Tahko vypiSeme nasledovnym programom, v ktorom moZnosti vypisujeme v piatich skupinach podla
prvej cifry.
M={1, 2, 3, 4, 5}
for b in M - {1}:
print(1, b, sep='")
for b in M - {2}:
print(2, b, sep='")
for b in M - {3}:
print(3, b, sep='")
for b in M - {4}:
print(4, b, sep='")
for b in M - {5}:
print(5, b, sep='")

Matematicky to zodpoveda zjednoteniu piatich po dvoch disjunktnych mnozin

{1} > (M = {1 U {2} x (M = {2}) U{3} x (M — {3}) U {4} x (M — {4}) U{5} x (M — {5}).

Tak ako mame zapisany program, tak v fiom vieme identifikovat opakujici sa vzor, na zaklade ktorého ho vieme
zjednodusit s pouzitim dalgieho for cyklu na:
M={1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
print(a, b, sep='")

Vieme jednoducho vypoéitat, kol'’ko moznosti vypise takyto program? Ano! Prvy for cyklus sa zopakuje 5-krét a druhy
for cyklus sa vzdy zopakuje 4-krat a zakazdym vypiSe jednu moznost. Teda spolu dostaneme 5 -4 = 20 moznosti.
Pouzili sme vlastne rovnakt argumentaciu ako pri pravidle stacinu.



Trojciferné a Stvociferné ¢isla vieme tak vyjadrit podobne. Trojcifernych ¢isel dostaneme 5 - 4 - 3 = 60:

M={1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

A Stvorcifernych ¢isel mame 5-4 -3 -2 = 120:

M={1, 2, 3, 4, 5}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

Vo forméalnej matematike sa tento princip nazyva zovSeobecnené pravidlo su¢inu. Problémom je, Ze oproti beznému
pravidlu stcinu sa neda tak pekne presne vyjadrit. Rozmyslite si, Ze mnoZina usporiadanych dvojic prvkov z mnoziny
M = {1,2,3,4,5} s roznymi prvkami sa neda vyjadrit ako karteziansky sa¢in dvoch mnozin. Prejdeme si cez rozne
vyjadrenia tohto pravidla.

Pre Géely programovanie bude najdodlezitejsie nasledovné vyjadrenie cez programy.

Veta 3. Ak mdme n vnorenych for cyklov takych, Ze pre kazdé i € {1,2,...,n} i-ty for cyklus vykond zakaZdym a;
opakovant, tak spolu tieto for cykly vykonaji a1 - as - -+ - an opakovani.

7 matematického vyjadrenia uvedieme najprv zrozumitelné, aj ked nie formalne najpresnejsie vyjadrenie.

Veta 4 (Zovseobecnené pravidlo sadinu, neformalna verzia). Nech X je konecnd mnoZina. Nech k > 2 a nech A je
mnoZina usporiadangjch n-tic (x1,xs,...,xx) € X*, ktord splria podmienky:

(1) prvok x1 je mozné z mnoziny X vybrat ny spésobmi;

(2) pre kazdéi e {1,...,k—1}, po akomkolvek vjbere usporiadanej i-tice (x1,xa,...,x;) je moiné prvok x;+1 vybrat
vZdy niy1 sposobmi.

Potom |Al=nq -ng----- ng.
Dolezité vsak pre nés hlavne bude, ako toto pravidlo pouzivat. V naSom pripade vieme mnozinu v8etkych 4-cifernych
&isel z ulohy 1.6 vyjadrit ako
R={abcd |ae MAbe M —{a} Nc€ M —{a,b} Nd € M — {a,b,c}},

pri¢om plati

o |M|=5;

o |M — {a}| =4 pre kazdé a;

o |M —{a,b}| = 3 pre kazdé a, b;

e |M —{a,b,c}| =2 pre kazdé a, b, c.

Preto na zaklade zovSeobecneného pravidla sudinu vieme povedat, ze |R| = 5-4 -3 -2 = 120. Takéto vyjadrenie aj
priamo zodpovedéa uvedenému programu pre vypis tychto ¢isel.

Ak by sme chceli vetu 4 formulovat tplne formalne, tak to vieme spravit na §tyl toho, ako vieme zapisat mnoZinu
vietkych 4-cifernych ¢&isel, v ktorych sa cifry neopakuju:

{(a,b,¢c,d); a € C—{0},be C —{a},ce C —{a,b},de C—{a,b,c}},

kde C ={0,1,...,9} je mnozina cifier. Prvky a, b, ¢, d tak neberieme z pevnych mnozin ako pri pravidle st¢inu, ale
volime ich z mnoziny, ktora je uréena volbou predoslych prvkov. Napr. prvok ¢ vyberdme z mnoziny C — {a, b}, ktorej
konkrétna podoba zavisi od vyberu a, b, aviak nie od vyberu d. (Pripominame, Ze je dolezité, ze jej pocet prvkov
nezavisi na tom, aké a, b zvolime.) Mnozinu typu C — {a, b} formalne vyjadrime ako mnozinu M, ;, ktoré moze byt
pre rozne volby a, b in4.

Veta 5 (Zovseobecnené pravidlo suinu). Nech X, M si konecné mnoZziny, k > 2 a nech pre kaZdi usporiadani i-ticu
(x1,22,...,2;) € X', kdei € {1,...,k — 1}, mdme mnoZinu My, . ., pricom si splnené podmienky::



(1) [M] =ny;

(2) pre kazdé i € {1,...,k — 1} a kaZdi usporiadanii i-ticu (x1,xo,...,x;) € X plati
|M11,...,Ii

= Ni41-

Potom
|{(£E17£E2,. . .,(Ek); xr1 € M, (V’L S {1,2,.. .,k — 1})(£L'i+1 S M11,~~,Ii)}| =N1-Ng-- - Ng.

Zovseobecnené pravilo sucino vieme pouZit aj v pripade, ak poéitame prvky kartezianskeho sucinu réznych mnozin
X1 X Xo X -+ x Xj. Vtedy nam staéi zvolit vo vete X = X3 U Xo U -+ U Xj.

Priklad 1.7. Kolko existuje 3-cifernych &sel zloZenych z cifier z mnoziny M = {1,2,3,4,5}, v ktorych je posledna
cifra r6zna od prvych dvoch?

Nespravne riesSenie

Na vyber prvej cifry a a aj druhej cifry b mame 5 moZnosti. Tretia cifra musi byt rézna od prvych dvoch, teda
ju vyberame z M — {a, b}, ¢o st 3 moZnosti. Hladanych ¢&isel je teda 5 -5 -3 = 75. Toto rieSenie zodpoveda
programu.

M={1, 2, 3, 4, 5}

for a in M:

for b in M:
for ¢ in M - {a, b}:
print(a, b, c, sep='")

Uvedeny program je naozaj spravny a vypiSe spravne moznosti. Len ich nevypiSe 75. Problém je v tom, Ze mnozina
M — {a,b} nema vzdy 3 prvky — ak a = b, tak ma az 4 prvky. Nie je tu teda splnené podmienka zovSeobecneného
pravidla stéinu, kde musi platit |M — {a,b}| = 3 pre kazda volbu a, b.

Zovseobecnené pravidlo suc¢inu v8ak stale vieme pouzit, len trochu inak. Staci, ak najprv vyberieme poslednu cifru.

RiesSenie

Zvolime poslednt cifru ¢ z mnoziny M — 5 moZnosti. Potom zvolime prvé dve cifry a,b € M — {c} — na kazda
z nich mame 4 moznosti. Podl'a zov8eobecneného pravidla sicinu tak mame spolu 5 - 4 - 4 = 80 moZnosti.

M={1, 2, 3, 4, 5}
for ¢ in M:
for a in M - {c}:
for b in M - {c}:
print(a, b, c, sep='")

J

Problémom zovSeobecneného pravidla sacinu je, Ze nemé velmi prijemnd formalnu podobu. No a preto aj tazko
napiSeme nejaku funkciu, ktora by nam jeho pouZitie ulah&ovala podobne ako funkcia itertools.product. Nastastie,
na najcastejsie pouZivané ucely funkcie mame, o ¢om prave je dalgia kapitola.

1.6 Ulohy na precvicenie

Uloha 1.1. Kolko je vietkych 4-cifernych éisiel zlozenych z cifier 0, 1, 2, 4, 77
Uloha 1.2. Kolko je vietkych 6-znakovych slov zloZenych z pismen m, f, i.
Uloha 1.3. Kolko existuje 3- az 5-cifernych &isel zlozenych z cifier 0, 2, 4, 7?

Uloha 1.4. Kolko existuje vietkych usporiadanych 5-tic zloZenych z pismen {a,b,¢,d}, ktoré obsahuju dva po sebe
idice vyskyty pismena b a ziaden dalsi vyskyt pismena b?

Uloha 1.5. Kolko existuje vetkych usporiadanych 5-tic zloZzenych z pismen {a,b,c,d}, ktoré obsahuju prave dve
pismena b (nie nutne za sebou)?

Uloha 1.6. Kolko je parnych 5-cifernych éisiel zlozenych z cifier 1,2,3,5,8,9, v ktorych sa prvé dve cifry rovnake.
Uloha 1.7. Kolko je vietkych 5-cifernych ¢sel, ktoré obsahuju prave jednu parnu cifru?

Uloha 1.8. Uréte pocet kladnych delitelov &sla 120.



Uloha 1.9. Uréte pocet kladnych delitelov &isla 3° - 5% - 72 - 118,
Uloha 1.10. Uréte pocet kladnych delitelov &isla 3% - 4° - 62 - 76,

Uloha 1.11. Kolko existuje 4-cifernych &isel zlozenych z cifier z mnoziny M = {1,2,3,4}, v ktorych sa nenachadzaji
dve rovnaké cifry bezprostredne za sebou?

Uloha 1.12. Kolko existuje vietkych postupnosti dlzky 5 zlozenych z pismen {a,b,c,d}, ktoré obsahuju kazdé z
pismen aspon raz?

Uloha 1.13. Kolkymi spésobmi mozno prvky mnoziny M = {1,2,3,4,5} zoradit do usporiadanej 5-tice tak, aby sa
¢islo 1 nachadzalo pred ¢islom 2 (nie nutne bez prostredne)?

2 Variacie a permutéacie
Uloha 2.1. Kolko existuje vietkych 7-znakovych slov zlozenych z pismen z mnoziny M = {a,b,c,d, e, f, g, h,i,3}?

Ulohu tohto typu sme uZ riesili a teraz by ste ju bez problémov mali vediet vyriesit. Podla zov8eobecneného pravidla
stéinu nam vyjde 10-9---- -4 = 10Z = 604 800 moznosti. Vypisat by sme ich vedeli takymto programom.
M = set('abcdefghij')
for a in M:

for b in M - {a}:

for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
for e in M - {a, b, c, d}:
for £ in M - {a, b, c, d, e}:
for g in M - {a, b, c, d, e, f}:
print(a, b, ¢, d, e, £, g, sep-'")

Avgak takyto program je na jednej strane celkom dlhy a kus neprehladny s tolkym osadenim. Na druhej strane,
nevieme v nom jednoducho menit (idedlne hodnotou jednej premennej), kolko znakov maju obsahovat vypisované
slovd — musime na to pridavat / odoberat for cykly.

S podobnymi situaciami sa pri programovani kombinatorickych tloh budeme stretévat ¢asto. No a ¢o spravi programa-
tor? Tieto Gasté situécie si pomenuje a napiSe si k nim funkcie, ktoré moze vyuzivat kedykol'vek niekde objavi prislugni
pomenovant situaciu. Preto sa ¢asto v kombinatorike, ¢i uz takejto programovacej alebo tej poc¢itacej, ¢asto stretneme
s pomenovanymi typmi kombinatorickych konfiguracii. Teraz sa zoznamime s tymi najjednoduchs$imi — variadciami.

V nasledujucich ¢astiach uvedieme len najdolezitejSie veci pre pracu so zavedenymi pojmami. Potom v samostatnej
Casti sa detailne povenujeme tomu, ako st spomenuté funkcie implementované, ako mozno spomenuté tvrdenia formalne
dokazat a ako tieto dve veci spolu suvisia.

2.1 Variacie s opakovanim

Definicia 1. Nech M je konefnéd mnozina. Varidciou s opakovanim k-tej triedy z prvkov mnoZiny M nazyvame
T'ubovolnt usporiadana n-ticu prvkov z M, teda Tubovolny prvok mnoziny MP¥.

Alternativne mozno variacie s opakovanim definovat ako zobrazenia z mnoziny {1,2,...,k} do mnoZiny M. Pri prog-
ramovani sa vSak s nimi stretneme ako s usporiadanymi n-ticami, pripadne postupnostami.

Veta 6. Nech M je n-prvkovd mnozina. Pocet vSetkijch varidcii s opakovanim k-tej triedy z prvkov mnozZiny M je

nk.

Platnost tejto vety priamo vyplyva z pravidla siuc¢inu. Na zaklade toho vieme v8etky variacie s opakovanim k-tej triedy
mnoziny M prejst cyklom:

from itertools import product

for variacia in product(M, repeat=k):



2.2 Variacie bez opakovania a permutacie

Definicia 2. Nech M je kone¢néd mnozina. Varidciou bez opakovania k-tej triedy z prvkov mmnozZiny M nazyvame
Tubovolnt usporiadani n-ticu prvkov z M, v ktorej st kazdé dva prvky rozne.

V pripade variacii bez opakovania je definicia cez zobrazenia jednoduchsia — ide o injektivne zobrazenia {1,2,...,k} —
M.

Veta 7. Nech M je n-prvkovd mnozina. Pocet vSetkijch varidcii bez opakovania k-tej triedy z prvkov mnozZiny M je

nf=n-(n—-1)----(n—k+1).

k ¢lenov

Doékaz. Vsetky variacie bez opakovania k-tej triedy z nm-prvkovej mnoziny M tvoria mnozinu usporiadanych k-tic
(a1, as,...,a;) € M* taku, Ze

e a1 € M — teda pre a; mame n moznosti;

e pre kazdé i € {2,3,...,k} volime a; € M — {a1,a2,...,a,-1}, ¢o pre kazda volbu ay,as,...,a,-1 dava n — i
moznosti, nakol'ko ai,as,...,a;_1 st navzajom rozne.
Preto podl'a zovieobecneného pravidla stcinu je podet variacii bez opakovania n(n —1)...(n —k + 1) = nk. O

Speciélnym pripadom variacii bez opakovania st permutécie.

Definicia 3. Nech M je n-prvkova mnoZina. Permutaciou mnoziny M nazyvame Tubovolnd varidciu bez opakovania
n-tej triedy prvkov mnoziny M, teda I'ubovolni usporiadant n-ticu, ktora obsahuje kazdy prvok mnoziny M prave
raz.

Ekvivalente mozno permutécie definovat ako bijekcie M — M.

Podla vety 7 je pocet vSetkych permutécii n-prvkovej mnoziny n rovny n® =n-(n—1)-----1=mnl.

V Pythone vieme iterovat cez vSetky permutéacie mnoZiny (resp. lubovolného iterovatelného objektu) M s vyuZitim
funkcie itertools.permutations

from itertools import permutations
for p in permutations(M):

Tato funkcia sa da vyuzit aj na varidcie s opakovanim k-tej triedy, hoci vyuZitie tohto nazvy tplne nekoresponduje s
matematickou terminolégiou. Stadéi nastavit dobrovolny argument r na hodnotu k.

from itertools import permutations

for p in permutations(M, r=k):

2.3 Implementacia a dokaz pre variacie s opakovanim

UNDER CONSTRUCTION

2.4 Implementacia a dokaz pre variacie bez opakovania

UNDER CONSTRUCTION Obe funckie st v8ak pomerne zname programéatorské cvi¢enia a daju sa spravit rekur-
zivne. Dokonca sa daju spravit tak, aby rekurzivne funkcie priamo zodpovedali dékazom matematickou indukciou na
prednéskach. Rekurzii, prip. inému opakovaniu, sa tu len tak bez problémov nevyhneme. Preto podobne sa nevyhneme
pouZzitiu matematickej indukcie na dokaz tychto viet. Maximéalne ju vieme skryt do nejakého iného tvrdenia.



RiesSenia

RiesSenie 1.1.

M=d{0, 1, 2, 4, 7}
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
print(a, b, c, d, sep='")

RieSenie 1.2.

for a in 'mfi':
for b in 'mfi':
for ¢ in 'mfi':
for d in 'mfi':
for e in 'mfi':
for £ in 'mfi':
print(a + b+ c +d + e + f)

RieSenie 1.3.

M = {0, 2, 4, 7}
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
print(a, b, c, sep='")
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
print(a, b, c, d, sep='")
for a in M - {0}:
for b in M:
for ¢ in M:
for d in M:
for e in M:
print(a, b, ¢, d, e, sep='")

RieSenie 1.4. Vyberieme tri pismené, ktoré nie st b. Potom méame 4 moZnosti, ako medzi ne vieme vsuntut bb.
M={a, 'c, 'd'}
for x in M:
for y in M:
for z in M:
print('bb' + x + y + 2)
print(x + 'bb' + y + z)
print(x + y + 'bb' + z)
print(x + y + z + 'bb')

Alebo najskor vyberieme poziciu bb, ktord moze byt od 0 do 3 (4 moZnosti) a potom vyberieme zvy3né pismena.
M = {lal’ 'C', 'd'}
for i in range(4):
for x in M:
for y in M:
for z in M:
slovo = x +y + z
print(slovo[:i] + 'bb' + slovo[i:])

RieSenie 1.5. Podobne ako predosla tloha, len tu mame 10 moZnosti, ako mozu byt rozmiestnené dve b-cka. Nie je
naro¢né tieto moznosti ru¢éne vygenerovat. Neskor si ukaZeme, ako to spravit vSeobecne.

M={a', 'c', 'd'}
for x in M:
for y in M:
for z in M:

print('bb' + x + y + 2)
print('b' + x + 'b' + y + 2)
print('b' + x +y + 'b' + 2)
print('b' + x +y + z + 'b")
print(x + 'bb' + y + 2)
print(x + 'b' +y + 'b' + z)
print(x + 'b' + y + z + 'b')



print(x + y + 'bb' + z)
print(x + y + 'b' + z + 'b')
print(x + y + z + 'bb')

RieSenie 1.6.

M={1, 2, 3, 5, 8, 9}
for a in M:
for ¢ in M:
for d in M:
for e in {2, 8}:
print(a, a, c, d, e, sep="")

RieSenie 1.7.

from itertools import product
P = {0, 2, 4, 6, 8}
N={1, 3, 5, 7, 9}
# Ak je parna cifra prva
for p in P - {0}:
for a, b, ¢, d in product(N, repeat=4):
print(p, a, b, ¢, d, sep='")
# Ak parna cifra nie je prva
for p in P:
for a, b, ¢, d in product(N, repeat=4):
print(a, p, b, ¢, d, sep="")
print(a, b, p, ¢, d, sep='")
print(a, b, ¢, p, d, sep='")
print(a, b, ¢, d, p, sep='")

RieSenie 1.8.

for a in range(4):
for b in range(2):
for c in range(2):
print (2%*a * 3*xb * 5kxc)

RieSenie 1.9.

for a in range(6):
for b in range(5):
for c in range(3):
for d in range(9):
print (3%xa * Bkxb * Tkxc * 11x*d)

RiesSenie 1.10. Tu si treba dat pozor na prvociselny rozklad

34.4%.6%.76 =212.36 .76,

for a in range(13):
for b in range(7):
for c in range(7):
print (2%xa * 3%xb * T*xc)

RieSenie 1.11.

M={1, 2, 3, 4}
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {b}:
for d in M - {c}:
print(a, b, c, d, sep='")

RieSenie 1.12.

M={a', 'b', 'c', 'd'}
# Vyberiem, ktore pismeno bude prave dvakrat (4 moznosti)
for d in M:
# Vyberiem, na ktorych poziciah bude (10 moznosti)
for i, j in (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4):
# Vyberiem zvysne tri pismena, bez opakovania
for x in M - {d}: # 3 moznosti
for y in M - {d, x}: # 2 moznosti



for z in M - {d, x, y}: # 1 moznost
pozicie = [0, 1, 2, 3, 4]
pozicie.remove (i)
pozicie.remove(j)
slovo = [d] * 5
slovo[pozicie[0]] = x
slovo[pozicie[1]] =y
slovo[pozicie[2]] = z
print(''.join(slovo))

RiesSenie 1.6.

M= {2, 3, 4, 5}
# 1 je na 1. mieste (4*3%2%1 moznosti)
for a in M:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(1, a, b, ¢, d, sep="")
# 1 je na 2. mieste (3*3%*2%1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, 1, b, ¢, d, sep="")
# 1 je na 3. mieste (3%2%2%1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {2, a}:
for ¢ in M - {a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, b, 1, ¢, d, sep='")
# 1 je na 4. mieste (3*2%1x1 moznosti)
for a in M - {2}:
for b in M - {2, a}:
for ¢ in M - {2, a, b}:
for d in M - {a, b, c}:
print(a, b, ¢, 1, d, sep='")
# 1 je na 5. mieste - vtedy nemame kam dat 2-ku (0 moznosti)



