Ukazka dokazu

Uloha: Dokazte - (A — (B — C)) < ((AAB) — C)
Najprv si A prepiseme do implikacii a negécii. Vieme, ze
-(A— B)=(AA-B)
A teda po kratkom zamysleni si méZzeme uvedomit, ze
(AANB) =—-(A — —B)
Teraz si mozeme tvrednie ktoré chceme dokézat prepisat do pozadovaného tvaru.
(A= (B = 0)) & (~(A — =B) = C)

Tiez musime rozbit ekvivalenciu. Tu vyuzijeme vetu z prednasky ktora hovori, Ze - A < B
prave vtedy ked H A — B a B — A. Mame teda vlastne dva ”priklady”:

a) F(A—(B—C)) = (~(Ad—-B)—=0C)
b) F (~(A — =B) = C) = (A — (B — C))

Najprv dokdzeme a). Dokazované tvrdenie moézeme ekvivalentnymi dpravamsi premenit
na jednoduchsie tvrdenie. Tym myslim na také upravy, ktoré budeme vedief previest aj
opacnym smerom. Teda ak dokazeme spominané jednoduchsie tvrdenie, tak na zaklade
tychto iprav budeme vedief z neho dostat dokaz pdovodného tvrdenia.

- (A= (B C)) — (~(A—B) — O)
A—-(B—-C)  -(A—-B)—C
A—-(B—-C) F =-C - (A— —-B)
A—(B—-C),-C - A— —-B
A—(B—C),-C,A -+ —-B

Komentar k apravam: najprv sme pouzili vetu o dedukcii. Potom sme pouzili obmenu
(variant axiomy 3. Pozor, nie je to axioma ani jedna z Postovych teorém, ale dokazali sme
si ju na cvikach. Najdete ju tiez v ceskych skriptach na strane 38, Implikacie, tlohy d a
e). Potom opit dedukciu.

Posledné tvrdenie vyzera uz dokézatelnejsie. Ked sa poriadne prizrieme, tak vidime,
7e pre jeho dokézanie bude treba uz len niekolko krat pouzit Modus Ponens a jemne
postuchat. Podme ho teda teraz poriadne dokazat.

A—-(B—-C),-C/A F A (1)
A—-(B—-0C),-C;A + A— (B—C(C) (2)
A—-(B—-C),-C/A - B—-C (3)

F (B—C)— (-C — —=B) (4)
A—(B—C),-C,A v -C — -B (5)
A—(B—C),-C,A + =C (6)
A—(B—-C(C),-C,A + -B (7)



Komentar k tpravam: kroky (1), (2) a (6) st len prepisanie jedného z predpokladov medzi
dokézané tvrdenia. (4) je jedna z Postovych teorém. Dalej sme pouzili Modus Ponens na
uz dokézané tvrdenia (alebo tvrdenia, o ktorych uz vieme, ze s dokazatelné).

Dékaz dorazime tym, Ze z tejto medzizastavky dokédzeme pdvodné tvrdenie (opacnym
postupom, ako sme sa dostali z povodného tvrdenia sem).

A—(B—-C),-C - A—-B (8)
A—-(B—-C) F -C—(A— -B) (9)

F (=€ —(A—-B)) = (~(4—-B)—C) (10)

A—-(B—-C) F -(A—-B)—C (11)

F A= (B-C)—=(-(A=-B)=0C) (12)

Komentar k apravam: (8),(9) a (12) je vzdy pouzitd veta o dedukeii, (10) je obmena
dokézana na cviceni, (11) je Modus Ponens.

Vrhnime sa na teraz opa¢ni implikdciu (priklad b). Dokaz bude obdobny, niektoré
kroky ako viacnasobné pouzite vety o dedukcii, alebo pouzite modus ponens na axiomu
alebo teorému spojime do jedného kroku. Zacneme zjednodusovanim dokazovaného tvr-
denia.

F ((A—=-B)=C)— (A= (B—-0)

F (-C—=(A—=-B))—> (A= (B—-C0)
Vsimnime si, ze ak pouzijeme vetu o dedukcii, tak spodny riadok bude pouzitelnejsi,
pretoze pred nim nie je ziadna Skaredé negacia, ktord nam zabratiuje pouzit Modus Ponens
na implikaciu za nou.

Obmenu v predpokladoch v§ak nemoZzeme urobif len tak (neméme na to pravidlo ani
vetu). Mozeme vSak dokazat + (-(A — -B) - (C) — (-C — (A — -B)) a k- (-C —
(A — -B)) = (A — (B — ()). Ked budeme mat dokazané tieto dve tvrdenia, lahko z
nich dostaneme pozadované. Vsimnime si, Ze z pohladu beznej matematiky mozno tieto
dve tvrdenia chapat ako lemy — pomocné tvrdenia. Dalsim upravovanim dostaneme

-C—(A—-B),A + B—C
-C —(A—-B),A + =-C — =B
-C' — (A— —-B),A,-C + —-B
Komentar: Obmenu sme pouzili preto, ze v predpokladoch mame tvrdenie, ktorého pred-

poklad je =C' a takto mozme nai bez problémov pouzif modus ponens.
Podme teda urobit poriadny dokaz.

-C - (A—-B),A,-C + A— -B (1)
-C — (A—-B),A,-C + -B (2)
-C —(A—-B),A + -C — -B (3)
-C—(A—-B),A +F B—-C (4)

F (=C = (A—-B)) = (A= (B—C()) (5)

F (2(A—-B)=C) = (~C—(A—=B))  (6)

-(A—-B)—C F (=C — (A— —B)) (7)
~(A—-B)—C F (A= (B—(0)) (8)

F (+(A—=-B)—=C)—(A—(B—C()) (9)
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Iny dokaz.
(7(A—=-B)=C) = (A= (B—=0)

l_
-(A—--B)—-C F (A—(B—0))
—-(A—-B)—C,AB + C

Toto je tvrdenie ktoré chceme dokéazat. Dopracujeme sa k nemu s pouzitim teorémy 6:
FA— (=B — —(A— B)).

-(A—-B)—C,AB v A— (-—B— —=(A— —-B)) (1)
-(A—-B)—-C,A,B v —-—B— —(A— -B) (2)
-(A—-B)—-C,A/B v —-—-B (3)
-(A—-B)—C,A B - —(A— -B) (4)
~(A—-B)—C,A/B F C (5)
“(A—--B)—-C + A—(B—-C) (6)
(A= =B) =)= (A= (B—C) (1

Hotovo. Nezabtdajte, Ze je dobré si preriesit priklady zo stran 38-39 z Ceskych skript.
Konkrétne implikacie, konjunkcie a disjunkcie. Pri dokazoch mdZete pouzivat Postove
teorémy, ktoré boli na prednéske (dokazovali sme ich aj na cviceniach) a priklady s mensim
poradovym ¢islom /pismenom.



