Asociativnost s¢itovania

1 Jazyk

funkéné symboly: 0,S5(.), P(.,.)
relacné symboly: =, #

2 Axiomy

Rl:xz=x

R2:zy =y — (va=yo — (- (= yp — (f(wr, 22, s 2) = (Y1, 92, 0k)) )

R3: 2=y — (xz:yzﬁ ("'(xkzyk—> (P($17$2,"' Jk) ‘—>P(y17y2,"' ,?/k)))"'

Ri:x=yhNy=z—x=2
Rhb:x=ye—y==zx

N1:S(x)#0
N2: S(m)=S(n) —m=n
P1: P(0,b) =b

P2: P(S(a),b) = S(P(a,b))
Nech ¢ je Tubovolny unarny predikat (s jednou volnou premennou), potom

(0(0) A ((¥n)(p(n) = ¢(5(n))))) = (¥n)(p(n))

3 Uloha a riesenie

Dokéazte, ze P(a, P(b,c)) = P(P(a,b),c).
Ukazeme si teraz niekolko rieseni. Cim d'alej tym viac formalnejsie (a za viac

bodov)

RieSenie 1:

P6jdeme na to indukciou cez a.
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Chceme dokéazat P(0, P(b,c)) = P(P(0,b),¢)

Dosadime do axiomy P1 za a nulu a za b vyraz P(b,c) a dostaneme
P(0, P(b,c)) = P(b,c).

Teraz opéat napiSeme axiomu P1, ale v zakladnom tvare:

P(0,b) = b.
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Zo symetrickosti rvonosti (R5) plati zjavne aj naopak (b = P(0,0)). Ked
teraz postupne vhodne zamenime vyrazy, o ktorych sme prave zistili ze sa
rovnaji, dostaneme

P(0, P(b,c)) = P(b,c) = P(P(0,b),c).
Cim je dokaz bazy indukcie hotovy. 2°
Chceme dokazat P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — P(S(n), P(b,c)) = P(P(S(n),b),c)
Chceme teda dokazat, Ze

P(S(n), P(b,c)) = P(P(S(n),b),c).

Viacnasobnym pouzitim (a vhodnym dosadenim do) axiémy P2 dostaneme

P(S(n), P(b,c)) = S(P(n,P(b,c)))
P(5(n),b) = S(P(n,b))
P(S(P(n,b)),¢) = S(P(P(n,b),c))

Po opatovnom vhodnom dosadeni vyrazov ktoré sa navzajom rovnaji dostaneme

P(S(n),P(b,c)) = S(P(n,P(b,c)))
P(P(S(n),b),c) = P(S(P(n,b)),c)=S(P(P(n,b),c))

Indukény predpoklad nam vravi P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c). Axioma R2
vravi

P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — S(P(n, P(b,c))) = S(P(P(n,b),c)).
Ich zkombinovanim (pouzitim Modus Ponens) dostavame
P(S(n),P(b,c)) = S(P(n,P(b,c))) = S(P(P(n,b),c)) = P(S(P(n,b)),c) = P(P(S(n),b),c).

Z ¢oho jasne vyziza pozadovana rovnost P(S(n), P(b,c)) = P(P(S(n),b),c).
QED.

Co je na dokaze nepostacujice? Pracovanie s rovnostou a trosku indukcia.
TotiZ kaZdd zdamena rovnakyjch veci by sa mala robit pekne korektne s vyuZitim
axiomy R2 alebo R3. Pre dokdzanie druhého kroku indukcie by sme nemali

2



pouZit predpoklad, ale jednoducho dokdzat platnost implikdcie. V dalsSom texte
je ukdzka, ako by tak asi mohol vyzerat uplne tuti—fruti dokaz. Cervenou
farbou si vyznacené zmeny oproti prvému

RieSenie 2:
Pre dokaz pouzijeme schému indukcie. Najprv si teda potrebujeme urcit, ¢o
aky tvar bude mat formula p(n):

o(n) < P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c).

Dokaz ¢(0)
Cheeme dokazat P(0, P(b,c)) = P(P(0,b),c)
Dosadime do axiomy P1 za a nulu a za b vyraz P(b, c) a dostaneme
P(0,P(b,c)) = P(b,c).
Teraz opét napiSeme axiomu P1, ale v zakladnom tvare:
P(0,b) = b.

Zo symetrickosti rvonosti (R5) plati zjavne aj naopak (b= P(0,b)). Axioma
R2 nam vravi (pri vhodnom dosadeni za premenné)

b= P(0,b) — P(b,c) = P(P(0,b),c).
Pouzitim Modus Ponens! na dva predchadzajice riadky dostédvame
P(b,c) = P(P(0,b),c).
Pouzitim tranzitivnosti rovnosti (R4) dostavame pozadované tvrdenie
P(0,P(b,c)) = P(P(0,b),c).

Cim je dokaz bazy indukcie hotovy.

Dokaz p(n) — ¢(S(n))

Chceme dokazat P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — P(S(n), P(b,c)) = P(P(S(n),b),c)
Viacnasobnym pouzitim (a vhodnym dosadenim do) axiomy P2 dostaneme

P(S(n), P(b,c)) = S(P(n, P(b,c)))
P(S(n),b) = S(P(n,b))
P(S(P(n,b)),c) = S(P(P(n,b),c))

'Modus ponens je pravidlo ktoré nam vravi, ze ak vieme, Ze plati nejaky vyrok A a
zéroven aj vyrok v tvare A — B, tak potom musi nutne platit aj samotny vyrok B.
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Opét si napiSemem axiéomu R2 s vhodnym dosadeniami za premenné
P(5(n),b) = S(P(n,b)) — P(P(5(n),b),c) = P(S(P(n,b)),¢)
Pouzitim MP? dostaneme
P(P(S(n),b),c) = P(S(P(n,b)),c)

Pouzitim MP na axiému tranzitivnosti rovnosti R4 a doteraz dokézané tvr-
denia dostaneme

P(P(5(n),b),c) = S(P(P(n,b),c)).
Vidime teda, ze platia nasledujtuce formulky

C)) - S(P(H,P(b,c)))

b,
n),b),c) = S(P(P(n,b),c))

Pozndamka: Ak ste vydrzali doteraz, tak sa nevzddvagjte! Blizime sa do cielovej
rovinky!
Teraz vhodnym?® pouZitim R2 dostavame

P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — S(P(n, P(b,c))) = S(P(P(n,b),c))

Pouzitim axiéomy R5 a MP na predchadzajice riedky a nasledovnym vhod-
nym dosadenim do axiémy pre rovnost R3 dostaneme dlhociznu formulu

P(S(n), P(b,c))

P(P(5(n),b),c) —
S(P(P(n,b),c)) —

S(P(n, P(b,c)))
(S(P(P(n,b),¢))
(S(P(n, P(b,¢)))

(P(S(n), P(b,c)) = P(P(5(n),b),c))))
Dvojnasobnym pouzitim MP dostaneme

(S(P(n, P(b,c))) = S(P(P(n,b),c)) = (P(5(n), P(b,c)) — P(P(5(n),b),c)))).
No a teraz pouzitim pravidla jednoduchého sylogizmu?* dostaneme

P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — P(S(n), P(b,c)) = P(P(S(n),b),c).

2Modus Ponens
3za x dosadime P(n, P(b,c)), za y zasa P(

(n,b),c) a ako f pouZzijeme S.
4Ktoré hovori ak plati A — B a zarovei B — C t

ak potom plati aj A — C.



Hura. Hura. Hura.
Takze teraz nam nezostava uz ni¢ iné ako oba pripady nasrébovat do schémy
pre indukciu a pouzit modus ponens a mame vysledok. Nasrobovanie vyzera
takto:

(P(0, P(b, c)) = P(P(0,b),c)

A(P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c) — P(5(n), P(b,c)) = P(P(5(n),b),c)))

— (Vn)(P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c)).
Po MP dostavame

(Vn)(P(n, P(b,c)) = P(P(n,b),c)).

QED.



