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1 Uvod

Matematicka informatika ( Computer science ) prekonala za kratky cas svojej exis-
tencie prudky vyvin. V kazdej etape rozvoja sa opierala o ini matematicki discip-
linu. Na pociatku (v I. etape) zakladne problémy boli problémy névrhu a prekladu
programovacich jazykov. Zakladnou teoretickou disciplinou bola teéria jazykov
a automatov. 7 matematického hladiska ide o rozpracovanie a zjemnenie teorie
algoritmov a prepisovacich systémov.

Dalsi vyvin (I1. etapa) zddraznil vyznam analyzy programov z hladiska ich vypoc-
tovej zlozitosti. Do tejto etapy mozme zaradit aj ¢asove o niec¢o posunuté problémy
analyzy VLSI obvodov. Matematickym zakladom pre rieSenie problémov druhej
etapy bola a je kombinatorika a teodria grafov.

V sucasnosti (II1. etapa) za hlavné discipliny mézme povazovat rozne metody for-
malnych Specifikacii iloh a automatickej syntézy algoritmov. Sa to databéazové a
logické programovanie a ,,hra na sémantiku programov”. Teoretickym zakladom pre
tieto discipliny je matematicka logika, algebra a teéria modelov.

Casové delenie asi nie je celkom vystizné, pretoze vsetky tri etapy sa vyvijali para-
lelne. Casove sa rozdelil len doraz na discipliny v jednotlivych etapéch.

Na nestastie, informatika sa nevyvija ako jedna z aplikicii matematiky, ale ako
samostatnd vedna disciplina. Znamena to, Ze matematické poznatky nie st jedno-
ducho aplikované, ale ¢asto znovu objavované v Specializovanych a modifikovanych
podobéch prisposobenych konkrétnej aplikacii. Navyse matematikov a logikov ¢asto
zaujimali problémy, ktoré pre svoju nekonstruktivnu povahu presahuji moznosti
aplikacii v informatike. Znamenana to, Ze v sucasnosti mame k dispozicii niekolko
mierne sa odlisujucich formalizmov a Specialistovi v jednej oblasti (napr. sémantike)
je nepohodlné ¢itat prace z inej oblasti zaloZené na spolo¢nej teoérii (napr. logické
programovanie).

Cielom tejto prace je poskytnit unifikovany matematicky zéklad pre discipliny
zalozené na predikatovom kalkule I. radu a jeho modeloch. SnaZime sa pritom
vychadzat skor z formalizmu a oznaceni pouzivanych v matematickych pracach nez
z formalizmov zavedenych v jednotlivych disciplinach informatiky. Ako zaklad be-
rieme predikatovy kalkul I. radu s rovnostou ako logickym symbolom. V matematike
aj v niektorych disciplindch matematiky sa uvazuje aj slabsia verzia predikatového
kalkulu bez rovnosti. Rovnost sa v takomto pripade da zaviest ako mimologicky
symbol, ale pojem kone¢nej axiomatizovatelnosti sa pri tom meni. Méame zato,
7e brat rovnost ako logicky symbol je prirodzenejsie hlavne v pripadoch, ked sa
v dalsom mienime obmedzit na kone¢ne axiomatizovatelne tedrie.

Casto sa uvazuji rozne modifikacie ako mnohosortovy (many sorted) predikatovy
kalkul a predikatovy kalkul s usporiadanymi sortami (order sorted), pokial neuva-
zujeme Struktury obsahujice len préazdne a jednoprvkové sorty siu takéto variacie
nepodstatné. Taktiez sa niekedy uvazuju ciste algebraické jazyky (bez relacnych
symbolov), alebo ¢iste rela¢né jazyky (bez funkénych symbolov). Znovu tieto obme-
dzenia st nepodstatné, ak mame v jazyku k dispozicii aspon dve rozne konstanty.
Jednoducho povedané, pre vicsinu praktickych aplikicii nie je potrebné rozlisovat
medzi jednotlivymi variantami predikatového kalkulu.



2  Logicky jazyk

Jazykom budeme nazyvat jazyk predikatového poctu I. rddu s rovnostou. Ako kazdy
jazyk je i logicky jazyk popisany gramatikou. PopiSeme si najskor abecedu!:

Definicia 2.1
a: Terminélne symboly:

(i) logické symboly: ¥, 3, =, A\, V,=,=,... a = (rovnost).
(ii) spocitatelnd mnoZina premennych g, xq,xa, . . ..

(#ii) spocitatelnd mnoZina funkcénych symbolov F. Pre funkéné symboly je
definovand funkcia Xp (signatira), ¥ : F' — nat priradujica kaZdému
funkenému symbolu f € F prirodzené ¢islo Lp(f), ktoré nazgvame aritou
funkcéného symbolu. Funkcéné symboly arity O nazgvame konstanty.

(1v) konecnd mnoZina predikdtovych symbolov R. Pre predikdtové symboly je
tieZ definovand arita — funkcia g : R — nat™ (do kladnyjch prirodzengch
cisiel).

b: Neterminalne symboly:
formula, atomickd formula rovnosti, atomickd formula nerovnosti, kvantifikd-
tor, bindrna logickd spojka, term.

c: Pocdiato¢ny symbol je formula.

d: Pravidla gramatiky:

(i) Premennd alebo konsStanta je term.

(ii) Ak ty ta,...t, sitermy a f je n-drny funkcny symbol, kde n > 1. Potom
ftits ... 1, je term.

(11i) Ak ty a ty si termy, potom = tity je atomickd formula rovnosti.

(iv) Ak tits, ... t, su termy r je n-drny predikdtovy symbol, potom rtits .. . t,
je atomickd formula nerovnosti.

(v) Ak ¢ je formula, potom aj = formula.
(vi) Bindrna logickd spojka je N\, V,=, =

(vi) Ak p1 a o su formuly a @ je bindrna logickd spojka, potom aj ®p1p9 je
formula.

(vii) Ak x je premennd, potom ¥z a Iz su kvantifikdtory.

(viii) Ak Q je kvantifikdtor a ¢ je formula, potom aj Qg je formula.

L Abeceda logickéh jazyka sa uvaZuje ako nekonenecné spocitateIna. Aby logicky jazyk bol
bezkontextovym jazykom nesmeli by sme povazovat premenné a funkéné symboly za symboly
abecedy, ale museli by sme generovat z elementarnych znakov (pismen a ¢islic).



Ak v tejto definicii jazyka prvého radu pridame k pravidlam v bode (vii), ze aj ¥V f
a df, kde f je funkény symbol a Vr a dr, kde r je rela¢ny symbol st kvantifikatory,
definujeme jazyk II. rdadu.

7 hladiska syntaxe sa mozeme na logicky jazyk pozerat ako na akykolvek programo-
vaci jazyk. V podstate sa da popisat bezkontextovou gramatikou. Jediné kontextové
podmienky sa tykaju arity. Tuto podmienku vSak pozname velmi dobre (spravny
pocet argumentov funkcie), prakticky sa riesi na zaklade tabulky symbolov pomocou
deklaracii, formalne sa da popisat atributovymi gramatikami.

Veta 2.1 Logicky jazyk je jednoznacnyi.
Dokaz indukciou cez struktiru formal.

V dalsom budeme oznacovat Termg mnozinu vSetkych termov a Formg mnozinu
vSetkych formil jazyka £. V pripade, Ze jazyk je z kontextu zrejmy, alebo nedolezity,
budeme index £ vynechévat.

Z forméalneho hladiska by mohla rusit nekonecnéa abeceda, da sa to v8ak jednoducho
rieSit zavedenim identifikdtorov premennych, funkénych symbolov a predikatovych
symbolov. Prislusnost k druhu sa moéze riesit implicitne podl'a prvého pismena (napr.
x — premennd, f — funkény symbol, r — predikatovy symbol, a — konstanta), alebo
pomocou deklaracii.

Logici ¢asto minimalizuji mnozinu logickych symbolov (napr. na 3,A,—-,=) a
ostatné logické symboly chapu ako skratky za ekvivalentné formuly. Tento pristup
zjednodusuje dokazy indukciou cez struktiru formal.

7 hladiska citatelnosti je zasa vyhodné pouZzivat notaciu so zatvorkami ft;...t, =
f(t1,ta,...t,) a infixova notacia po operatory a rovnosti t; = t, namiesto = t1t,
resp. a V b namiesto Vab. Budeme preto logicky jazyk pouzivat znacne volne s
beznymi konvenciami o zatvorkach a priorite operatorov. Gramatika tohto jazyka
je sice trochu zlozitejsia, ale veta 2.1 zostava v platnosti pre vSetky pouzivané
modifikacie logického jazyka.

Dolezitym pojmom v dalsom je pojem volnej premennej. Oznacéime F'V (¢) mnozinu
v8etkych volnych premennych formule ¢. Volné premenné su definované nasleduju-
cimi pravidlami:

(i) V atomickej formule (rovnosti alebo nerovnosti) st vsetky vyskytujice sa
premenenné volné.

(il) FV(—p) = FV(p).
(iii) Pre kazda binarnu logicka spojku @ plati: FV (e @ ) = FV (o) U FV ().
(iv) Pre kvantifikdtor Qz plati: FV(Qzp) = FV(p) — {x}.

Poznamka 1 Viazanie premennej kvantifikatorom sa vztahuje len na podstrom pri-
slichajuci uzlu kvantifikdtoru. Ak sa vyskytuje vo formule td istd premennd aj v
ingch castiach formuly, je volnd alebo viazand podla toho, ¢ jej dominuje kvantifi-
kdtor* ju obsahujici.

2Ak by sme chceli pouzit analogiu s programovacimi jazykami, potom volné premenné si
globalne a viazané lokdlne v podstrome prisluchajiucom kvantifikatoru.
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Terminologia:

Formuly neobsahujice volné premenné nazyvame uzavreté formuly alebo vyroky
(sentence). Atomické formuly nerovnosti budeme nazyvat fakty. Hovorime o jed-
noduchych faktoch (neobsahuju premenné), existenénych (uzavretych existenénym
kvantifikdtorom) a vSeobecnych (uzavretych univerzalnym kvantifikdtorom) faktoch.
Mnozinu formil nazyvame tedriou.

3 Interpretacie a modely

Definicia 3.1 (Interpretdcia, struktira pre jazyk £)

Interpretaciou jazyka £ 1. rddu rozumieme dvojicu J = < D, ® >, kde D je ne-
prazdna mnozina, ktord sa nazyva obor interpreticie a P je zobrazenie, ktoré n-
drnemu funkénému symbolu f € F priraduje n-drnu funkciu f : D™ — D a kaZdému
n-drnemu relacnému (predikdatovému) symbolu v € R reliciu R C D™. Algebraicki
Struktiru M = < D, F, R >, kde §F = ®(F) a R = ®(R) nazyjvame Struktirou’

Poznamka 2 Pokial to bude mozné, budeme kvoli jednoduchosti niektoré jemnosti
jazyka ignorovat. Budeme hovorit o reldcit v o funkcii f. Prisni formalisti to
mozu povazZovat za skratky dlhsich formuldcii, reldcia priradend predikdtovému sym-
bolu r, funkcia priradend funkénému symbolu f. Celkom presne, reldacia je trojica
<D,C,R >, kde ® je mnozina oborov, € mnoZina kooborov a konecne R je zmie-
nend podmnozina kartézského sucinu oborov a kooborov, nazjvand aj graf reldcie R.
Matematicky presny pojem urcuje: odkial kam reldcia zobrazuje, aj mozné hodnoty?.
Je zreymé, Ze pri mnohyjch tvahdch zanedbanie niektoriych aspektov poymu reldcia
nevadi, inokedy je vsak potrebnd presnost.

Pojem interpretécie zaviedli logici (A. Tarski) na to, aby mohli definovat sémantiku
logického jazyka.

Definicia 3.2 (Pravdivost formuly v interpretdcii).

(i) Uzavreté atomické formuly rovnosti t; = ty si pravdivé v interpretdicii M, ak po
dosadent funkcie za funkéné symboly a vyhodnoteni dostaneme v interpretdacii
N identitu.

(11) Uzavretd atomickd formula nerovnosti r(to, .. .t,) je pravdivd, ak
to=ag,...,th = an, <ag,...a, >€ D" a<ag,...,a, >E .

(i1i) Pre atomické formuly s volngmi premenngmi je pravdivost formuly ¢ relati-
vizovand vzhladom na nejaki substiticiu® o za premenné (o : Var — D).
Formula ¢(z1,...2,) s volngmi premennymi {x1, T, ... x,} je pravdivd v in-
terpretacii M pri ohodnotent premennygch o ak p(o(x1),...0(x,)) je pravdiva
v interpretdacii N.

3Casto aj tato Struktura sa nazyva interpretaciou pre jazyk £. Ci interpretécia je zobrazenie
alebo vysledok zobrazenia rozumieme z kontextu.

4Podla definicie € a ® moze byt relacia s tym istym grafom totalna alebo Giastoéna, ¢ spojita
alebo nespojité.

5Ttto substittciu nazyvame ohodnotenim premennych.
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(iv) Pravdivost zloZengjch formal je definovand indukciou cez Struktiru formal —¢
je pravdivd ak nie je pravdivd @; 1V ps je pravdivd ak je pravdivd aspoti jedna
z formul @;(i € {1,2});01 A @2 je pravdivd ak si pravdivé obe formuly ¢, aj
V2; 01 = o je pravdivd, ak je mepravdivd i alebo ak je pravdivd ps atd.
Ak formuly obsahuji volné premenné znova je ich pravdivost relativizovand
ohodnotenim premenngjch.

(v) Formula 3zp(x) je pravdivd pri danom ohodnotent ostatngch premenngch ok-
rem x ak existuje také ohodnotenie premennej s(x) = a, Ze p(a) je pravdivd.

(vi) Formula Yxp(z) je pravdivd, ak pri kaZdom ohodnoteni a premennej x je
formula p(a) pravdivd v interpretdacii M.

Poznamka 3 Casto hovorime, Ze v interpretacii MM plati ¢ namiesto formula p je
pravdivd v interpretdcii M. Zapisujeme M |= @. Interpretaciu M taki, Ze M = ¢
nazyvame modelom formuly .

Pojem modelu zovseobeciiujeme aj na tedrie (mnoziny formul). Hovorime, Ze inter-
pretacia M je modelom tedrie T', piseme M = T, ak pre kazkda formulu ¢ € T
plati: 9 = .

Moézeme si v&imnut, Ze nie kazda formula musi mat model napr. ¢ A= pre Tubovolni
formulu ¢ neméa model, lebo = je splnené prave vtedy, ked nie je splnené p. Na
druhej strane niektoré formuly st splnené v kazdej interpretécii napr. ¢ V —¢p.
Formuly, ktoré st splnené v kazdej interpretécii nazyvame tautologiami.

Definicia 3.3 (ddsledok)
Hovorime, Ze formula ¢ je désledok tedrie T, piseme T |= ¢, ak kaZdy model T je
aj modelom .

Nech T je teéria. Oznacime T = {p : T |= ¢}. T je mnozina vietkych dosledkov
teorie T'. Podobne, ozna¢ime Mod(T) triedu vsetkych modelov teorie T'.

Trieda vSetkych modelov nam takto definuje sémantiku tedrie v jazykoch prvého
radu. Nevyhodou takejto definicie je v8ak skutoc¢nost, Ze ked chceme zistit, ¢i T = ¢
musime overit, ¢i pre kazkdy model 9 € Mod(T) je M = .

4  Priklady teérii a modelov

Algebry len s unarnymi a nuldrnymi operdciami asi nie su z praktického hladiska
prilis zaujimavé, lebo neumoznuji vzajomné skladanie operacii.

Algebry len s undrnymi a nularnymi operaciami st z praktického hladiska maélo
zaujimavé. Je to vySetrovanie vlastnosti nejakej mnoziny funkeii.

Algebra < G, - > s jednou binarnou operaciou a prazdnou mnozinou axiém sa nazyva
grupoid. Ak v fiom plati asociativny zékon V(a,b,c){a- (b-c) = (a-b) - ¢} hovorime
o pologrupe.

Algebru < G,-,\ > typu < 2,0; > s axiomami: Y(a,b,c){a-(b-c) = (a-b)-c} a
V(z){(z - A = 2) A (A 2z = x)} nazyvame monoid. Konstanta (prvok G) urceny
nuldrnou operaciou A sa nazyva jednotkou. Algebraici ¢asto definuji monoid ako
pologrupu, v ktorej plati: 3(e € G)V(x € G){(x-e = z) A (e-z = x)}. Takéto
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alternativy v definiciach st mozné, pretoze algebra nerozliSuje medzi izomorfnymi

strukturami.

Grupa je algebra < G,-,71,1 > typu < 2,1,0; > s axiémami:

V(a,b,c){a-(b-c)=(a-b)-c}, V() {(z -zt =1 Az -z =1)} aV(x){z 1=z}

Takto definovant grupu nazyvame multiplikativnou. Ked hovorime o aditivnej

grupe pouzivame notaciu < G, +, ,—, 0 >, kde ,— oznacuje unarne minus.

Grupu v ktorej plati komutativny zakon nazyvame komutativnou alebo Abelovou.

Pre Abelove grupy pouzivame obvykle aditivnu notaciu < G, +, ,—, 0 > a charak-

terizujeme ich axiomami: V(a,b,c){a + (b+c¢) = (a +b) + ¢},
V(a,b){a+b=b+a}, V(z){z+ ,—2=0} aV(z){z+0=2z}.

Okruh je algebra < K, +,-, ,—,0 > typu < 2,2,1,0; > s axiémami:

1. < K,4+, ,—,0 > je Abelova grupa,

2. < K,- > je pologrupa

3. aplatia distributivne zdkony: z- (y +2) =z -y+z-2 a
(x4y)-z=z-24+y-z

CPO

Uplné zviizy
Boolové algebry
Cylindrické algebry
Rela¢na algebra

5 Formalne systémy

Definicia 5.1 (formdlny systém)

Formdlnym alebo deduktivnym systémom rozumieme trojicu < £,A,R >, kde £
je jazyk A je (rekurzivna) mnoZina formail pruky, ktorej nazgvame axiomy a R je
mnozina (prepisovacich) pravidiel (rules of inference).

Definicia 5.2 (odvodenie, dokaz)

Nech G =< £, R > je formdlny systém a T je teoria v jazyku £. Hovorime, Ze
formula ¢ sa dd odvodit z teorie T, piseme T g @, ak existuje konecnd postupnost
formil o, @1, ..., 00 = ¢ takd, Ze p; € T U, alebo ¢; sa dd odvodit z {p; : j < i}
pouZitim nejakého pravidla z R. Postupnost g, p1, ..., e, nazyjvame odvodenim
alebo dokazom formuly .

Ak je z kontextu jasny pouzity formalny systém & budeme v znaku odvodenia
vynechavat index &. Oznacime T*° = {¢ : T+ }. Teériu T*® nazyvame
deduktivnym uzaverom teorie T' (vzhladom na formalny systém &).

Pre predikatovu logiku I. radu sa spravidla pouzivaji dva forméalne systémy Hilber-
tov, ktory zdoraznuje axiomy a Gentzenov, ktory zdoraznuje pravidla. Uvedieme si
axiéomy a pravidla odvodenia pre oba systémy.



5.1 A. Hilbertov systém £

Axiomy:
(1) Vsetky tautologie
(2) Axiomy rovnosti

u = u (pre kazdu premennu alebo konstantu)

u=v= v =u (symetria rovnosti)

u=vAv=w)= u=w (tranzitivnost rovnosti)

U =v A AUy =0) = (R(ug, ..., u,) = R(vi,...,u,))

up=v A AU, =0,) = (f(ug, ... uy) = f(or,...,0,))
substitucia rovného rovnym)

(
(
(
(

(3) Vsetky formuly tvaru:

(i) (Vop(v)) = @(t)
(i) ¢(t) = Jvp(v),
kde ¢ je Tubovolny vyraz.

Pravidla:

(1) %W ( Modus ponens.)

Citame: Z ¢ = 1 a ¢ vyvod 1.
(2) Pravidla zovseobecnenia: Ak v nie je volna premenné vo ¢, potom:

o o= Y(v)

Vy(y) -

(i) Y(v)= ¢
Jy(y)= ¢

Hibertov systém je nézorny, lahko sa mu dé& porozumiet, ale tazko sa pouziva.
Dokazy, ak si dost dlhé, mozu byt znacné ,nelokalne a nestrukturované”.

5.2 B. Gentzenov systém &

Zakladnym pojmom pre Gentzenov systém je pojem sekventu. Sekventom nazyvame
dvojicu koneénych mnozin formil < I'; A >, ktord zapisujeme I' F A. Citame z I’
vyplyva A, presnejSie z konjunkcie formil v I' vyplyva disjunkcia formual v A.

Axiomy:

t) pre Iubovolny term ¢.

Pravidla:



1. Pravidla pre propozicionélne spojky

(") riETT A S v Ty
AN Wy G N
e vr=mr e R ==

2. Pravidlo pre rovnost. Ak E je formula t; = t5 alebo ty = 1, potom:

Lo(t)) F A(ty)
[, B o(ta) B A, (ta)

(E)

3. Pravidla pre kvantifikatory:
Too(t) A

TE A, o)
F) T Yoo F A .

[, Jvp(v) F A

(F3)

Nasledujtce dve pravidla platia, ak v nie je volnd premenna v A VvV I

L'E A p)
I = A VYye(y)

[Low) F A
L, Jyp(y) - A

(FV) (3H)

Casto sa uvazuje Gentzenov systém &, ktory sa od systému & odlisuje tym, Ze
obsahuje navyse pravidlo, ktoré je analogom ,modus ponens” a nazyva sa cut.

.F,<p|—A ' A
cut: TEA

Veta 5.1
T*j’_) _ T*Qi — T*Q‘5+ _ T

Doékaz. Veta 5.1 zhriuje Gentzenovi Hauptsatz o eliminacii cutov a Godelova
vetu o uplnosti predikatového poctu (vid napr. Bairwise [1] kap. Al). Godelova
veta nam hovori, Ze forméalne systémy &, &* a §) su konzistentné a tplné vzhladom
na definiciu sémantiky formul jazyka I. radu prostrednictvom ich pravdivosti vo
vSetkych modeloch.

Doésledok 5.2 Ak T je rekuzivna tedria (mnozina formiil), potom T je rekurzivne
spocitatelnd.

Dokazy v Gentzenovych systémoch maju stromovid Struktaru. Listy stromu su
axiomy alebo formuly teorie T'.



Kazdy uzol ma najviac dvoch synov a koren stromu je dokazovana formula. Navyse
s kazdym uzlom je spojené prave jedno pravidlo, ktorého predpoklady st v synoch
a zaver v menovanom uzle. Overovanie ddkazu sa tak stéava lokdlnou mechanickou
zalezitostou.

Priklad 4.1.
Ako priklad si uvedieme dokaz tautologie vyrokového poctu:
(PA=gVT) = (PVT).

p,q b p,r  (axiom)
(AF) .
pA-qFp, T rtrp (axiom)
(FV) —(FV)
pA—-qEpVr reErvVvp

(VF)
pA—gVETrVp

(F=)
pA—gNVTr=1rVp

Strom doékazu ma struktaru: Q

O

V informatike je vSak obvyklejsie kreslit stromy korenom hore a tomu je prisposo-
bena aj terminologia. TakZe uvedeny dokaz je typu zdola —nahor (forward chaining).
Pre automatické dokazovanie je v dokazoch zdola — nahor privela nedetermizmu —
cely dokaz je potrebné nejak uhadnut a potom sa len overuje. Pouziva sa preto
opa¢na metoda zhora — nadol (backward chaining), kde sta¢i v kazdom kroku uhéd-
nut ,iba” pouzité pravidlo. Hladanie takéhoto dokazu je menej nedeterministické a
v koneénych systémoch (v systémoch s koneénym mnozstvom axiéom a pravidiel sa
da realizovat prehladédvanim s navratom (backtrack). Pozorny pozorovatel si moze
vSimnut, ze dokaz sa da urobit takym sposobom, Ze sa dokazuju iba podformuly
formuly, ktorta treba dokéazat.



6 Vyznacné tedrie a vyznacné modely

V tomto odstavci si uvedieme niekolko v logike vSeobecne znédmych skutocnosti,
ktoré vsak budu mat vyznam v dalsom ked sa na teorie budeme pozerat ako na
programy a na dokazy ako na vypocty.

Definicia 6.1 (Bezospornd tedria)

Hovorime, Ze tedria T je bezospornd® (consistent) vzhladom k formdlnemu systému
S =< &ANR>, ak T*® C Formg. Teoriu T bezosporni vzhladom k niektorému
z0 systémov &, 9, & budeme nazyvat jednoducho bezospornou.

Veta 6.1 Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
(i) T je bezospornd
(i) T ma (neprazdny) model
(11i) Neezistuje formula ¢ takd, Ze T+ ¢ a sicasne T+ —p.

Definicia 6.2 (formula konzistentnd s tedriou)
Budeme hovorit, Ze formula ¢ je konzistentnd s tedriou T ak —p & T* ( alebo
ekvivalentné Tt/ —y).

Na druhej strane, sa lahko presved¢ime, ze pre mnozinu Th(9t) formal pravdivych
v modeli M plati, ze bud ¢ € Th(M) alebo - € Th(M). Tymto je motivovana
nasledujiica definicia.

Definicia 6.3 (uplnd teoria)

Hovorime, Ze teoria T je uplnd vzhladom k formdlnemu systému & =< £,2A, R >,
ak pre kaZdi formulu ¢ € Formg plati, bud ¢ € T*S alebo ~p € T*®. Teoriu
nazyvame jednoducho uplnou ak je iplnd vzhladom k nejakému systému logiky I.
ridu (9, &, &).

Pojem tuplnej tedrie sme zaviedli syntakticky. Jeho sémanticka charakterizdciu udava
nasledujtca lema.

Lema 6.2 Pre bezosporni (neprotirecivi) tedriu T si nasledujice tvrdenia ekviva-
lentné:

(i) T je uplnd teoria.
(i1) Kazdé dva modely teorie T si elementdrne ekvivalentné.
(111) Pre kazdy model 9 teorie T je T = Th(M).

Uplné teorie st tedrie charakterizujiice mnoziny vietkych platiacich formul v nejakej
konkrétnej struktire 9.

6Casto sa hovori aj neprotireciva.
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Definicia 6.4 Teoriu Ty nazgvame rozsirenim ( extension ) teorie Ty, ak L1, C L,
aTly C Ty, Ak navyse teorie Ty a Ty su tedrie toho istého jazyka £, hovorime o
elementdrnom rozsirent.

Veta 6.3 ( Lindenbaum )
Ak T je bezospornd tedria, potom existuje tplnd tedria T', ktord je elemntdarnym
rozsirenim teorie T

Definicia 6.5 (rekurzivne aziomatizovatelnd, rozhodnutelnd tedria)

Hovorime, Ze teoria T je rekurzivne axiomatizovatelnd, ak existuje rekurzivna tedria
T takd, Ze T' =T.

Hovorime, Ze teoria T je rozhodnutelnd, ok T je rekurzivna.

Budeme uvazovat konkrétnu teoriu PA (Peano’s arithmetic). Jazyk tejto tedrie
obsahuje konstantu 0 unarny funkény symbol s (succesor) a dva binarne funkéné
symboly + (add), . (multiply), ktoré v stlade so zvyklostami budeme pouZzivat ako
infixové.

PA pozostéava z nasledujucich formil (axiom):

(i
(ii

Vavy(s(z) = s(y)) =z =y
Vax—(s(x) =0)

(iii) Va(x +0=x)

(v) Va(z.0 =0)

(vi) VaVy(z.s(y) = z.y +y)

)
)
)
(iv) VaVy(z +s(y)) = s(x +y))
)
)
)

(vii) Vsetkych uzavretych formul tvaru:

Vi, . V2,Ve((F(0, 21, . ..y 2n) AVY((F(y, 2152 20) = F(s(y), 215 ..., 20))) =
F(z,2z1,...,2,)), kde F je Tubovolna formula taka, ze FV(F) C {x,21,..., 2.}

Definicia 6.6 Tedriu T taki, Ze PA C T, nazgjvame w-bezospornou (w-consistent),
ak pre kazdi formulu F(x), =F(n) pre vSetky n = 0,1,2,... implikuje T t/ 3z F(x).

7 w-bezospornosti vyplyva bezospornost, opak neplati.
Nasledujtice dve vety, patriace dnes uz k matematickému folkloru, dokazané Gode-
lom [1930] hovoria, Ze va¢Sina zaujimavych teorii je netplna.

Veta 6.4 (Prvd veta o neuplnosti)
Nech T je rekurzivne aziomatizovatelnd tedria a nech PA C T. Potom ezistuje
formula o, ktord tuvrdi vlastni nedokdzatelnost a plati:

(i) Ak T je bezospornd, potom T tf ¢.

(ii) Ak T je w-bezospornd, potom T F —p.
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Veta 6.5 (Druhd veta o neiplnosti)
Nech T je bezospornd teoria a nech PA CT. Potom T tf Conr, kde Cong je vijrok
turdiaci, Ze T' je bezospornd ( Pre PA je to =(F 0=1)).

Dokazy tychto viet sa zakladaji na Godelovom ¢&islovani formul, dokazov a diago-
nalizacnom argumente.

Interpretacie jazyka I. rddu a modely teorii prvého radu sa algebraické struktury.
Pozostavaju z nosica (carrier), ¢o je obor interpretécii, operacii ¢ funkeii a relacii.
Mozeme teda hovorit o homomorfizme a izomorfizme interpretéacii ¢i modelov.

Definicia 6.7 (Homomorfizmus, izomorfizmus, automorfizmus)

Nech 2 = (A,F,R) a B = (B,G,S) si dve Struktiry zobrazenie h : A — ‘B
nazgvame homomorfizmom z A do B ak pre kazkdy funkcny symbol f C F a kaZdy
prvok a € A", kde n je arita f resp. v, plati h(f(a)) = h(f)(h(a)) a pre kaZdy
relacny symbol v € R plati r(a) — h(r)(h(a)). Ak je h navyse jednoznacné zobra-
zente hovorime o izomorfizme. Izomorfizmus i : A — A nazyvame automorfizmus.
Skutocnost, Ze U je izomorfné B, zapisujeme A = B.

V logike sa ¢asto musime zaoberat modelmi jednej teodrie.

Definicia 6.8 (Elementdrne ekvivalentné Struktiry, podstruktira, elementdrne vno-
renie)

Hovorime, Ze struktury A a B siu elementdarne ekvivalentné, piseme A = B, ak
Th(2) = Th(B).

Hovorime, Ze Struktira A = (A, F, R) je podstruktira Struktiry B = (B,G,S), ak
A C B a kazdému g € G zodpovedd nejaké f € F také, Ze g = g|A (g zuZené na A)
a kazdé s € S nejaké r = s|A a navySe pre kaZdi formulu ¢ a kaZdé ohodnotenie
premennych t v plati: A = p[t] prdve vtedy, ak B = @[t]. Fakt A je podstruktirou
B zapisujeme A < B.

AR A < B a f: A — B je injektivne zobrazenie také, Ze A |= p[t] prave vtedy, ak
B = ¢[f(t)]. Potom zobrazenie f nazgvame vioZenim A do B, piseme f : A —_ B.

Lema 6.6 f:A=B= f:A—-_B= A="B.

Veta 6.7 (Gritzer)
Nech U je nekonecnd Struktira spocitatelnej signatiry (|F| + |R| < RNg). Potom 2
obsahuje spocitatelni elementdrne ekvivalentni podstruktiruB. (B <A aA =B).

Vyznam vety 6.7 spociva v tom, Ze hoci logicka sémantika jazykov I. radu je de-
finovana cez triedu vSetkych modelov, pre jej skimanie sa nam stac¢i obmedzit na
spocitatelné modely. Neznamené to, Ze treba odmietat modely vécsej kardinality
tam, kde naSa matematicka intuicia lepSie pracuje s tymito modelmi, ale znamena
to, Ze pri skiimani pravdivosti formul sa méZzeme bez velkych modelov celkom dobre
zaobist.

Definicia 6.9 (definovatelnost)
Nech A = (A, F, R) interpretdcia jazyka £ hovorime, Ze prvok a € A
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(i) je definovatelny v A, ak existuje formula ¢ s jednou volnou premennou takd,

Ze U= p(a) a ak A= p(a) a A = ¢(b) pre nejaké b € A. Potom A |=a = b.

(ii) je definovatelnyg v tedrii T, ak existuje formula ¢ s jednou volnou premennou
takd, Ze T F p(a) a T = YxVyp(z) Ap(y) F oz =y.

(11i) n-drna relicia M C A" je definovatelnd, ak existuje formula o(z1,...,x,)
s mnoZinou volngch premennych {x1,...,x,} takd, Ze:
M={<ay,...,ap, > A Ep(a,...,a,)}.
(iv) n-drna funkcia f(x1,...,x,) je definovatelnd, ak existuje formula p(xy, ..., Ty, Yy)
s volnymi premennymi 1, ..., Tn,y; a graf funkcie f je definovatelnyj funkciou

¢ ako mnozina t.j. f(ai,...,a,) = a prdve vtedy, ak A = p(ai,...,a,,a) a
22[ }: vxl .. -Vxnvylvy2gp(xl7 ceoy Ly, yl) A ¢<x17 s 7xn7y2) = Y1 = Ya-

Definicia 6.10 (Kdnonickd interpretdcia, kanonicky model)

Struktiru A = (A, F, R) nazjvame kdnonickou, ak kaZdy prvok a € A je defino-
vatelny nejakou konjunktivnou formulou. Konjunktivnou formulou rozumieme for-
mulu, ktord je alebo atomickd alebo konjunkcia atomickych formal alebo konjunkciou
atomickyjch formal predchddzanid nejakou mnoZinou existencniyjch kvantifikdatorov.

Kénonické modely st modely, ktoré sa daju syntakticky konstruovat z termov jazyka.
Obvykle = =t je atomicka formula, ktora definuje prvok a € A zodpovedajici term
t vo volnej term - algebre. Tato konstrukcia je v algebraickych struktirach tspesné.
Zlozitejsie definicie potrebujeme, ak nase struktiry nemaju dostatok termov.

Priklad. 5.1

Uvazujme jazyk £; s konstantou 0 a unérnou funkciou s. Termy v tomto jazyku st:
0,s5(0),s(s(0)),...,s(s(...s(0)...),....

Uvazujme jazyk £ s konstantou 0 a bindrnym rela¢nym symbolom succ. V tomto ja-
zyku existuje jediny term 0. Ak vSak priddme axiom VaVyVzsuce(x, y) Asuce(x, z) =
y = z, sa v oboch jazykoch da vyjadrit to isté, ale prvky nosica struktary sa nedaju
vyjadrit ako termy. Treba ich postupne definovat formulami:

0, succ(0, x), Iz suce(0, z1) A suce(xy, x),

dx13wesucc(0, x1) A succ(zy, x2) A suce(xa, ), . . ..

Nasledujtca veta je nasou modifikdciou znamej Herbrandovej vety.

Veta 6.8 Ku kazdej struktire a pre spocitatelny jazyk £ existuje elementdrna ekvi-
valentnd kdnonickd struktira.

A

Dokaz. Podla vety 6.5 ku kazdej Strukture 2 existuje spocitatelna Struktira
B < 2. Vezme tedriu Th(B). Konjunktivne formuly si usporiadame podla Struk-
tary. Ak Th(B) sa da odvodit nejaka konjunktivna formula Jzp(z) podla vety 5.1
musi byt ¢ splnené pre nejaké termy t1,to,...,tx. Ak B = Jzp(x,y) a nevieme
najst term ¢. B | Jrp(x,t) vezmeme formulu Jzp(z,y), ako definiciu dalsieho
prvku nosi¢a. Pretoze formuly st usporiadané nemoze sa stat, Ze nejaka dalSia
definicia splni tuto definiciu druhy krat (subformula property).

Vo vyskume logiky ako programovacieho a Specifika¢ného jazyka hraji vyznamni
ulohu niektoré , konkrétne” malé modely. Vac¢Sinou tieto modely skiimame vzhIadom
na nejaki triedu modelov obvykle na triedu Mod(T') v8etkych modelov teorie T'.
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Definicia 6.11 (Inicidlny model)
Nech R je trieda Struktir jazyka £. Struktiru 2 nazgvame inicidlnou v triede R, ak
pre kazZdu Struktiru B € R existuje prdve jeden homomorfizmus heg : A — B.

Vseobecnym pozorovanim je nasleldujica lema.

Lema 6.9 (Makowsky 1987) Ak ezistuje netrividlny automorfizmus f : A — 2,
potom 2 nemoze byt inicidlna struktira.

Veta 6.10 (Makowsky 1987)
Nech T je teoria v jazyku I. ridu a nech A je inicidlny model v Mod(T'). Potom 2
je kanonicky model.

Definicia 6.12 (Prvomodel (prime model))
Nech R je trieda modelov. 2 € K sa nazijva prvomodel pre K, ak pre kazZdé B € R
existuje vlioZenie f: A —_ B.

7 Konstrukcia modelov

Skolem Henkinova metoda

Forcing

Tarského veta o pevnom bode
Ekvacionalne teorie: Variety a quasivariety.
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