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Termy a substitucie

Definicia (term):
1. Nech t,, ..., t._, su termy a f je n-arny funkcny symbol,
potom aj f(t,, ..., t,_,) je term.
2. Premenna je term.
Definicia (substitucia):
Substituciou nazyvame funkciu o:V — T, kde V je mnozina
premennych a T mnozina termov.

Substitucie zapisujeme: o= [{x;—t }_,]n

Aplikacia substitucie:

Substituciu o na term t aplikujeme tak, ze vysledok je term
s=to, ktory vznikne nahradenim premennych vyskytujucich sa

v t aj o prislusnymi termami. Nahradenie sa vykona sucasne
pre vSetky premenné naraz.
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Usporiadanie a ekvivalencia na
mnozine termov

Definicia: Hovorime, Ze term t je aspon tak vseobecny ako
term s, piseme t 3 s, ak existuje substitucia o taka, ze s=to.

Definicia: Hovorime, ze termy t a s su ekvivalentne, piSeme
t=s,akt=Zsas =t.

Lema: Dva termy su ekvivaletné, t = s prave vtedy, ked sa
odlisuju len pomenovanin premennych.
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Substitucie

Definicia: Hovorime, ze substitucia o je zlozenim

substitucii p a 1, piseme 0 = p°T, ak pre kazdy term t

plati to = (t-[)p_ Hoci substitticie st funkcie, skladanie substitdcii nie je
skladanie funcii.

Definicia: Hovorime, ze substitucia o je aspon tak
vSeobecna ako substitucia T, piSeme o = T, ak existuje
substitucia p taka, ze o = p°T1.

Definicia: Dve substitucie o a T su ekvivalentne, piseme
ox=~T,ako=2t1at=o0.

Lema: Dve permutacie premennych (nie nutne tych
istych) su ekvivalentné substitucie.

Pozn.: Prazdna (vSade nedefinovana) substitucia, rézne
permutacie premennych su ekvivalentne substitucie.
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Term matching

Uloha: Dany je term t a vzor term s. Ulohou je najst substiticiu p taku, Ze
tp = s.

RieSenie: Zacneme prazdnou (vSade nedefinovanou) substituciou p
aplikujeme rekurzivnu proceduru:

procedure match(u,v): boolean
if u is a variable then { if p(u) is undefined then { p(u):= v; return(true)}
else if p(u)=v then return(true)
else return(false) }
else if u=f(u,, ... u,_,) and v=f(v,, ... v, ,) then
{ i-==0; while i < k and match(u,,v.) do i:= i+1;
if i = k return(true) else return(false) }
else return(false)
end;

Ak procedura vrati true, v p bude hladana substitucia. Ak vrati false,
rieSenie neexistuje.

Zima 2010 Jan Sturc, Unifikacia 5



Unifikacia

1. Uloha: Dana je dvojica termov t a s. Ulohou je najst dvo-
jicu najvseobecnejSich substitucii T a o takych, ze tt = so.

2. Obvykle sa v literature unifikaciou nazyva riesenie ulohy:
Dana je dvojica termov t a s najdite najvSeobecnejsiu
substituciu o taku, ze to = so. Tato uloha je klasickou
matematickou ulohou. Vo volnej algebre termov rieste
rovnicu: t = s.

3. Matematici rieSia rovnice aj v algebrach charaterizova-

nych nejakym systémom rovnosti, vtedy hovorime
o unifikacii mod E, kde E je mnozina rovnosti.

4. Uloha 1 sa da modifikovat nasledovne: Najdite dvojicu

najvseobecnejsich substituciilo, takych ze tio = so. Tuto
ulohu nazyvame slabou unifikaciou.
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Tvrdenia

T1:Z rieSenia ulohy 4 dostaneme riesenie ulohy 1 tak, ze
T=1°0.

T2:Najvseobecnejsie rieSenie ulohy 4 dostaneme tak, ze 1
je premenovanie premennych v t tak, aby boli rozne od
premennych vyskytujucich sa v s. OznaCime t' = 1i.

A rieSime ulohu 2: t'c=so

T3:RieSenie ulohy 1 podla T1 a T2 je najvSeobecnejSie

rieSenie ulohy 1
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Algoritmy unifikacie

Existuju dva pristupy:

« Manipulacia s mnozinou rovnic
— Herbrand (1930)
— Marteli Montanari (1982)

« Manipulacia so stromami resp. dagmi termov.
— Robinson (1965)
— Corbin Bidoit (1983)
— Ruzi¢ka Privara (1989)

Vybrali sme len niekolko reprezentatov z oboch tried
algoritmov. V tejto prednaske uvedieme len dva ostatne
doporucujeme na samostatné studium.
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Herbrandova metoda

Herbrandova metoda predpoklada, ze je dana mnozina E

rovnic medzi termami.
Nech o je prazdna substitucia.
Algoritmus:
while E # @ do
{ select an equation e LI E; E:= E — {e};
ifeisx=toreist=xthen
{ if x occurs in t then return(solution does not exist)
else { 0:=0°|x~t|; E:=E[x~1] }
else if e is of the form f(s, ... , s, ) = f(ty, ... , t. ;) then
E=EU{sg=t,, ...,8,.1 =1 4}
else return(solution does not exist)

X
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Algoritmus riesenia rovnic

Predpokladame, ze termy su reprezentované stromami alebo dagmi.

Definujeme ekvivalenciu medzi vrcholmi nasledovne:

1. Korene oboch termov su ekvivalentné.

2. Ak su dva uzly ekvivalentné musia byt ekvivalentné aj dvojice ich
synov v poradi.

3. Listy oznacené rovnakou premennou alebo tou istou konstatou su
ekvivalentné.

4, Z takto vypocitanych dvojic ekvivalentnych uzlov (hran) vypocitame
sy-metricky, reflexivny a tranzitivny uzaver. Mnoziny ekvivalentnych
uzlov.

5. K triedam ekvivalencie priradime substitucie:

- Ak nejaka trieda obsahuje uzly s roznym funkcnymi symbolmi,
riesenie neexistuje

- Ak obsahuje iba premenné, vyberieme jednu, na ktoru ostatné
premenujeme.

- Ak obsahuje premenné aj uzly s funkénym symbolom, nahradime
vSetky premenné podtermom prisluchajucemu jednému uzlu
s funkénym symbolom (je jedno ktorému).

6. Preverime na zacyklenie (occur check).
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Priklad 1
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Triedy ekvivalencie: Konstrukcia substitucie (mgu):

{1 ’9}’ {2’10}’ {3’1 1}’ y'—’g(U), X'—’g(U), V'—’g(X).
{4,7,8,12}, {5,6,13,14}, {15}

Explicitné riesenie:

X =g(u), y =g(u), v=g(g(u)).
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Priklad 2
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4 x 8.y
Triedy ekvivalencie: Konstrukcia mgu:
{1,5}, {2,6,8}, {3,4,7} y—g(x), x—g(y).

Cyklus.

Riesenie neexistuje.
x =9g(g9(...g(u)...)), y = g(g(...g(u)...)) ?
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Asymptoticka zlozitost riesenia

« Traverzovanim oboch vyrazov vytvorime triedy

ekvivalencie, ze kazdy uzol je ekvivaletny iba sam
so sebou. O(n).

« Nasleduje synchronné traverzovanie:
— Find uzol n,_

— Find uzol n,
_ Union n, n

« Zlozitost union find Ulohy je O(na(n)), kde «a je
inverzna Ackermanova funkcia.

Kontrola zacyklenia je zlozitosti O(n) napr.
topologickym triedenim.
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Efektivha implementacia

Nie je potrebné implementovat program, ako sme ho
prezentovali kvoli lahsej analyze. Nepotrebujeme inicialnu
fazu. M6zeme zacat priamo synchronnym traverzovanim.
K tomu musime viest oddelene triedy ekvivalencie uzlov a
triedy ekvivalencie premennych.

Ak operacia Find nie je Uspesna, zalozime novu triedu
ekvivalencie. O triede ekvivalencie, okrem zoznamu uzlov
vedieme aj funkcny symbol a premennu.

Ak sa funkcny symbol pri opatovnom vyhladani nezhoduje,
mobézeme hned skoncit. Ak trieda ekvivalencie obsahuje uz
nejakd premennu a pri opatovnom vyhladani mame ind
premennd, urobime tieto premenné ekvivaletné.

Occur check sa modifikuje: Ci niektord premennd vyslednej
substitucie nie je ekvivalentna premennej na lavej strane.
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Varovanie

Kazdy pokus o explicitne vyjadrenie vysledku moze viest
kK exponencialnej zlozitosti vypoctu.

Priklad:
f(Xg, X145 Xo, «oy X q) = F(O(Xq, X4), (X, X5), -..y G(X,, X))
Xg = g(x 1 X 1) Postupnym spatnym explicitnym vyjadrenim:
= g(Xps Xp)
X1 = 9Xg, X5) = 9(a(Ky %), (K X,))
Xy = 9(X3, X3) X3 = 9(9(9(X,s X0, 9Ky X))y GG Xy Xn), Gy X))

Pre dizku |, i-1. vyrazu plati: | , = 2xI. + 4

X — X., X
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