Prednasky z teorie grafov

Edita Macajova

Mili stcasni a budici milovnici tedrie grafov!

Tento text vznikol ako pomocny material k prednaske z zakladnému kurzu Teorie
grafov. Pokryva oblasti, ktoré st ,vstupnou branou” do tejto casti matematiky.

V texte ndjdete ilohy oznacené znakom &. Odporucam si ich urobit vo chvili, ked sa v
tomto texte k nim do¢itate. Casto ide o nie prilis komplikované zadanie, ktoré ma pomdct
pri osvojeni si nového pojmu, ¢i stuvislosti.

Text vznikal postupne a som vdacna viacerym studentom, ktori ma upozornili na
preklepy a fazsie zrozumitelné miesta. Pomohli tak aj studentom, ¢o pridu po nich.
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1 Uvod

Pomocou pojmov z tedrie grafov sa da prirodzenym spdsobom modelovat mnozstvo prob-
lémov a tloh z bezného zivota. O nasledujicom probléme sa hovori, Ze bol pri zrode tedrie
grafov. Pruskym mestom Konigsberg (dnesny Kaliningrad) preteka rieka Pregel, ktord mé
niekolko ostrovov patriacich mestu. Medzi ostrovmi a brehmi rieky je niekolko mostov.
Domaéci si kladli otédzku, ¢i sa da zacat prednasku na najakom mieste, prest kadym mostom
prave raz a vratit sa na miesto zaciatku prechadzky.

2 Zakladné pojmy a oznacenia

Graf G = (V, E) je dany kone¢nou neprazdnou mnozinou vrcholov V' a mnozinou hrén
E| kde E je mnozina 2-prvkovych podmnozin mnoziny V. Grafy obycajne zobrazujeme
v rovine tak, ze vrcholom priradime rézne body roviny a kazdej hrane zodpoveda sivisla
¢iara spajajuca body zodpovedajice dvom vrcholom hrany.

Definicie:
o vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e
o dva vrcholy, ktoré st incidentné s hranou e volame koncové vrcholy hrany e
o dva koncové vrcholy tej istej hrany volame susedné

e hranu s koncovymi vrcholmi u a v oznac¢ujeme uv (Cize mnozinové zatvorky vyne-
chavame)

e dve hrany, ktoré zdielaju vrchol volame susedné

e N(v) je mnoZina susedov vrchola v

e stupen vrchola v — pocet hran incidentnych s v; oznacenie dg(v), alebo d(v)
o minimdlny stupen §(G) = min{d(v)|v € V(G)}

o mazimdlny stupert A(G) = max{d(v)|v € V(G)}

o ak vsetky dvojice vrcholov st navzajom susedné, graf nazyvame kompletny; kom-
pletny graf na n vrcholoch oznacujeme K,

e kruznica na n vrcholoch, oznac¢ovand C,, je graf (V| E), kde V = {v1,va,...,v,} a
E = {v,v1, 0102, 0203, . .., Up_1Up }

o graf nazveme trividlny, ak obsahuje jeden vrchol (a ziadne hrany)

o graf nazveme reguldrny ak maju vsetky jeho vrcholy rovnaky stupen. Ak tento
spoloc¢ny stupen je k, graf nazveme k-requldrny.

o dva grafy G(V, E) a G'(V', E') st izomorfné, oznacenie G ~ G’ ak existuje bijekcia
p:V = V' takd ze vy € E < p(x)p(y) € E' pre vsetky dvojice vrcholov z a y.

— zobrazenie @ sa vola izomorfizmus



— ak G = G, ¢ sa vola automorfizmus

& Nahliadnite, ze tri grafy na Obr. 1 st izomorfné.

Obr. 1

o graf G(V, E) je podgrafom grafu G'(V',E") ak V. C V" a E C E’; oznacenie G C G’
o faktor grafu G je podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy

e Nech G je graf a nech U C V(G). Podgraf grafu G s mnozinou vrcholov U a
hranovou mnozinou, ktora obsahuje vsetky hrany z G s oboma koncovymi vrcholmi
v U nazveme indukovany podgraf.

Tvrdenie 2.1. KazZdy graf md parny pocet vrcholov nepdrneho stupra.

Dékaz. Stcet stuptiov vrcholov Y ,cy/() d(v) je parne cislo, lebo kazda hrana je zaratana
dvakrat. Z toho vyplyva, ze v sucte je parny pocet neparnych sc¢itancov. O

& Pre ktoré n existuje kubicky graf na n vrcholoch?

o sled — postupnost viejvaeav3 . .. vy, kde v; je vrchol pre i € {1,2,...,n}, e; je hrana
prei€{1,2,....n—1} a

o tah je sled, kde sa neopakujua hrany; uzavrety tah je tah, ktorého prvy a posledny
vrchol sa rovnaja

o cesta je sled, kde sa neopakuji vrcholy (a teda ani hrany); u-v-cesta je cesta s
koncovymi vrcholmi v a v

— dlZka cesty (sledu/tahu) je pocet hran (sledu/tahu)
— P, cesta dizky k

U3
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Obr. 2: Cesta dlzky 5



Obr.
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3: Na obrazku je graf G. Postupnost vivovgvgus je cesta, vivgvguivaus je fah a

V1UU4UgV2 1 V3 je sled v grafe G.

o kedZe uvazujeme jednoduché grafy (t.j. grafy bez sluciek a ndsobnych hran), sled, tah

a cesta su jednoznacne zadané postupnostou vrcholov, a teda nazvy hran nemusime
pisat, pozri Obr. 3

Tvrdenie 2.2. Kaidyj graf G obsahuje cestu dizky 5(G).

Dékaz. Nech P = vyv, ... v, je najdlhsia cesta v grafe G. Ak by nejaky sused vrchola v,
lezal mimo P, tak by to bolo v spore s tym, ze P je najdlhsia cesta v G. Preto vsetci
susedia v, ktorych je aspon 0(G) lezia na P, pozri Obr. 4. Vrchol v, takisto lezi na P, a

teda P mé aspon §(G) + 1 vrcholov. Z toho vyplyva,ze dlzka P je aspon 6(G).

[]
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Obr. 4: Vsetci susedia vrchola v,, lezia na ceste P

graf je suwvisly ak medzi kazdou dvojicou vrcholov existuje cesta, inak je nesuvisly
komponent grafu G je maximalny suvisly podgraf grafu G vzhladom na inkliziu
graf nazveme acyklicky, ak neobsahuje kruznicu

strom je suvisly acyklicky graf

les je acyklicky graf

list je vrchol stupna 1 v strome

Veta 2.3. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné pre graf T

(a) T je strom

(b) kazdd dvojica vrcholov v'T je spojend prdve jednou cestou v'T
(¢) T je minimdlny suvisly, t.j. T je suvisly, ale pre kazdi hranu e € T, graf T — e je
nesivisly (odoberame len hranu e bez jej koncovych vrcholov)
(d) T je mazimdlny acyklicky, t.j. T neobsahuje kruznicu, ale T + xy obsahuje kruznicu
pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholovx ay 2T



Dékaz. Dokézeme iba ekvivalenciu (a)<(c), ostatné sa dokazuji podobne.

(a)=-(c) Nech T je strom. Podla definicie je T" savisly graf. Sporom predpokladajme,
ze T nie je minimalny suvisly, t.j. Ze obsahuje hranu e taku, ze T'— e je suvisly. Nech u a
v su koncové vrcholy hrany e. V T — e existuje u-v-cesta, nazvime ju P. Potom P U {e}
je kruznica v T', ¢o je nemozné, kedze T je strom.

(¢c)=(a) Nech T" je minimélny stvisly graf. Jedna z podmienok definicie stromu je teda
zjavne splnend (stvislost). Dokdzme, ze T je acyklicky. Ak by obsahoval kruznicu, tak pre
Tubovolnu hranu e z tejto kruznice by platilo, ze G — e je suvisly, ¢o by bolo v spore s
tym, ze G je minimalny suvisly. O

e kostra gratu G je podgraf grafu GG, ktory je strom a obsahuje vsetky vrcholy grafu G

Tvrdenie 2.4. KazZdy suvisly graf obsahuje kostru.

Dokaz. Opakovane vyhadzujeme hranu, ktord lezi v kruznici. O

3 Bipartitné grafy

o graf G je bipartitng ak V(G) sa da rozlozit do dvoch mnozin A a B tak, Ze kazda
hrana maé jeden koncovy vrchol v A a druhy v B.

& Pre ktoré cisla n je st grafy nazyvané rebrik a skriteny rebrik bipartitné?

Obr. 5: Rebrik R, a Skruteny rebrik S,

Lahko sa d& nahliadnut, Ze v bipartitnom grafe ma kazda kruznica parnu dizku. Do-
kazeme, ze plati aj opacnda implikacia. Najprv vsak dokazeme lemu.

Lema 3.1. KaZdy uzavrety sled nepdrnej dizky obsahuje kruinicu nepdrnej diZky.

Dékaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na dizku sledu. Ako bazu
zoberieme uzavrety sled na troch hrandch (uzavrety sled na jednej hrane v jednoduchych
grafoch neexistuje). A kedze uzavrety sled na troch hranédch je kruznica na troch hranéch,
tu tvrdenie plati.

Majte uzavrety sled S nepéarnej dizky d a predpokladajme, Ze pre vietky uzavreté sledy
neparnej diiky mensej ako d toto tvrdenie plati. Nech S = vjvs...v,, pricom v, = v;.

Pripad 1. v; # v; pre vSetky i # j, kde i,j € {1,2,...,n — 1}, a teda vrcholy sa v
slede neopakuju okrem v,, = v;. V tomto pripade je S kruznicou neparnej dlzky.

Pripad 2. v; = v; pre nejaké ¢ # j, kde ¢,j € {1,2,...,n — 1}. Bez ujmy na vSeobec-
nosti mozeme predpokladat, ze ¢ < 7. Uvazujme dva sledy



S' =010y, 0 = VU411 ...V, = V1 A
S" = vV .. v = ;.

Lahko vidno, Ze oba S aj S” st uzavreté sledy. Navyse dlzka sledu S je st¢tom dlzok
sledov S’ a S”, a kedze S je neparnej dlzky, dizka prave jedného z S” a S” je nepérna,
nech je to S’. Pouzitim indukéného predpokladu nahliadneme, ze S’ a teda aj S obsahuje
uzavrety sled neparnej dizky. O

Poznamenajme, ze ak by sme zmenili oba vyskyty slova neparny v zneni lemy na slovo
parny, tvrdenie by nebolo pravdivé.

& Nidjdite priklad sledu, ktory je protiprikladom k pozmenenému tvrdeniu.

o wvzdialenost vrcholov u a v v grafe G, oznacenie dist(u,v), je diZka najkratdej u-v-
cesty

Veta 3.2. Graf je bipartitny prdve vtedy, ked neobsahuje kruinicu nepdrnej dizky.

Dokaz. Dokazeme dve implikécie.

(=) Tato implikécia je zrejméa, kedze na kazdej kruznici sa musia striedat vrcholy z
dvoch mnozin.

(=) Majme graf G ktory ma kazdu kruznicu péarnej dlzky. Dokézeme, Ze G je bi-
partitny. Mozeme predpokladat, ze G je suvisly, lebo inak moézeme urobit pre kazdy
komponent a vyuzit fakt, ze zjednotenie bipartitnych grafov je bipartitny graf. Nech x je
Tubovolny pevne zvoleny vrchol grafu G. Rozdelme mnozinu V(G) do dvoch mnozin:

A ={v e V(Q);dist(v,z) je parne ¢islo} a
B ={v € V(G);dist(v,z) je neparne ¢islo}.

Zjavne kazdy vrchol z V(G) patri do prave jednej z mnozin A a B. UkéZeme, ze kazda
hrana z E(G) mé jeden koniec v A a druhy v B. Sporom predpokladajme, ze existuje
hrana e € E(G), ktorej oba koncové vrcholy patria A. (Doékaz, Ze oba koncové vrcholy
nemoézu patrit B je obdobny.) Nech e = wwv, nech P’ je cesta, na ktorej sa nadobuda
najkratsia vzdialenost medzi u a x a nech e = uv, nech P” je cesta, na ktorej sa nadobuda
najkratsia vzdialenost medzi v a x. Potom S = P'U P”"Uuw je uzavrety sled, pozri Obr. 6.
KedZe u aj v patria A, obe cesty P' a P” majt parnu dizku. Sled S je teda neparnej dizky
a podla Lemy 3.1 obsahuje kruznicu neparnej diéky, ¢o je v spore s predpokladom. Dokaz
spatnej implikacie je ukonceny. O




4 Eulerovské grafy

o eulerovsky tah v grafe G je uzavrety tah v G, ktory obsahuje kazdu hranu. Graf je
eulerovsky ak obsahuje eulerovsky fah.

e hranovy rez S v suvislom grafe grafe G je mnozina hran taka, ze G — S je nesuvisly
graf a je minimalna vzhladom na inkliziu s touto vlastnostou

Nie je fazké nahliadnuf, Ze nutnou podmienkou na to, aby stuvisly graf bol eulerovsky
je, aby stupen kazdého vrchola bol parny. Euler v praci [7] vyslovil tvrdenie, Ze tato zjavna
nutnd podmienka je aj postacujica. Toto tvrdenie vSak bolo uvedené v praci bez dokazu.
Prvy publikovany dékaz sa nachddza v praci Hierholzera [13] z roku 1873.

Lema 4.1. Nech G je graf, ktorého kaZdy vrchol md stupen asporn 2. Potom G obsahuje
kruznicu.

Dokaz. Nech P = vyvs...v, je najdlhsia cesta v G. Vrchol v; musi mat okrem v, eSte
aspon jedného suseda, kedze v; je stupna aspon 2. Nech z je sused vrchola vy a x # v;.
Vzhladom na to, ze P je najdlhsia cesta, musi x patrit P, ¢ize x = v; pre nejaké ¢ > 2.
Potom vyvs ... v;v1 je kruznica v grafe G. O

& Je pravda, ze v grafe, ktorého kazdy vrchol ma stupen aspon 2 lezi kazdy vrchol na
kruznici?

Veta 4.2. Nasledujice tvrdenia su v suvislom netrividlnom grafe G ekvivalentné.
(a) G je eulerovsks

(b) stupen kazdého vrchola grafu G pdarny

(¢) kazdy hranovy rez grafu G md pdrny pocet hrdn

(d) hranovd mnozina grafu G sa dd rozloZit na mnoZinu kruznic

Dékaz. Dokézeme nasledujice implikacie: (a) = (¢) = (b) = (d) = (a).

(a) = (c¢) Nech G je eulerovsky graf a nech S je hranovy rez v G. Odobratim S z G
dostaneme dva grafy, povedzme GG a GG5. Prechadzajme teraz po ITubovolnom eulerovskom
tahu v G. Zjavne, pre hrany z S plati, Ze ich prechadzame striedavo, jednu hranu v smere z
(G do G4 a dalsiu naopak. Kedze skon¢ime v tom G;, v ktorom sme zacali, hran prejdenych
z Gy do Gy je rovnako vela, ako hran prejdenych z G5 do Gy, a teda S musi obsahovat
parny pocet hrén, pozri Obr. 8(a).

(¢) = (b) hrany incidentné s jednym vrcholom tvoria hranovy rez, takze tvrdenie (b)
vyplyva z tvrdenia (c), pozri Obr. 8(b).

G &,

1

(a) Implikacia (a) = (c) (b) Implikacia (c) = (b)

Obr. 7



(b) = (d) Majme graf G, ktorého kazdy vrchol mé parny stupen. Kedze G je podla
predpokladu suvisly a netrividlny, neobsahuje vrcholy stupna 0, a teda kazdy jeho stupen
je aspon 2. Podla Lemy 4.1 graf G obsahuje kruznicu, povedzme C'. Odobratim jej hran
a nasledne izolovanych vrcholov dostavame graf, ktoré kazdy komponent ma vsetky vr-
choly parneho stupna. Opakovanim tohto postupu, mozeme hranovii mnozinu kazdého z
tychto komponentov rozlozif na mnozinu kruznic, ktoré spolu s C' tvoria rozklad hranovej
mnoziny grafu G' na mnozinu kruznic.

(d) = (a) Pre dokaz tejto implikacie predpokladajme, Ze G je suvisly graf, ktorého
hranova mnozina sa da rozlozit na kruznice a ukazeme, ze GG obsahuje eulerovsky tah. Bu-
deme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet kruznic. Za bazu zoberieme
pripad, ked je v rozklade jedind kruznica, t4 je potom zaroven aj eulerovskym tahom.

Predpokladajme teda, ze v rozklade grafu G je k kruznic, povedzme Ci, (s, ..., Cy
a pre vsetky suvislé grafy, ktoré maju rozklad na menej, ako k£ kruznic tvrdenie plati.
Zostrojme G’ z grafu G tak, ze odoberieme hrany kruznice C}. Dostaneme niekolko (mozno
jeden) komponentov, z ktorych kazdy je zjednotenim hranovo dizjunktnych kruznic, a
teda, podla indukéného predpokladu kazdy z tychto komponentov obsahuje eulerovsky
tah. Skonstruujme teraz eulerovsky fah v G. Postupujme postupne po kruznici Cj a
vzdy, ked sa dostaneme ku komponentu, ktory este nie je zapojeny v tahu, pouzime
eulerovsky tah v nom. Takto postupne na C} “prilepime'tahy zo vSetkych komponentov
grafu G — E(C) a dostaneme eulerovsky tah v G. O

5 Pochédzky v grafoch

o labyrinty, bludiska
« matematické studium az koncom 19. storocia [Lucas, 1882]

o tulohou je najst s-t-sled pre dané dva vrcholy s a t

5.1 Tarryho prieskum grafov

Postupne predlzujeme sled, pricom dodrzujeme nasledujice pravidla

(T1) Kazdou hranou mézeme v jednom smere prechddzat nanajvys raz.

(T2) Po hrane, po ktorej sme prisli do daného vrcholu prvykrat (objavitelskd hrana)
mozeme odist len ak niet inej moznosti.

Veta 5.1. (a) Tarryho prieskum je konecny.

(b) Nech s je pociatocng vrchol sledu Q. Ak pravidld (T1) a (T2) nedovolujii predlZit sled
Q, tak posledny vrchol sledu je zhodny s vrcholom s (teda Q) je uzavrety) a kazZdd hrana
komponentu obsahujiiceho s je prejdend oboma smermi.

Dokaz. (a) Kedze graf je konecny a kazda hrana je prejdend najviac dvakrat, prieskum je
konecny.

(b) Nech @ je s-z-sled utvoreny s dodrzanim pravidiel (T1) a (T2), ktory uz nemozno
predizit. Dokdzeme, ze & = s. Sporom predpokladajme, Ze x # s. Nech e je hrana, ktorou
sme z objavili. KedZe Q je nepredlzitelny, hrana e je uz prejdend aj v smere od z. Vratme
sa do okamihu tesne po tomto prejdeni hrany e. Nech



a® pocet hran incidentnych s z, ktoré nie st prejdené ani v jednom smere
a~ pocet hran incidentnych s z, ktorymi sme do x len prisli

a™ pocet hran incidentnych s x, ktorymi sme z z len odisli

a™™ pocet hran incidentnych s x, ktorymi st prejdené oboma smermi

KedZe uz bola pouZitd hrana e na odchod z x, z pravidla (T2) vyplyva a* = a~ = 0.

Pocet prichodov do z sa rovnéd poc¢tu odchodov a teda a™ +a™™ = a~ +a' a teda aj
a™ = 0, ¢ize vSetky hrany incidentné s z st prejdené dvakrat. To znamend, Ze po tomto
odchode z x sa do x uz nikdy nedostaneme, spor. Plati z = s.

Teraz ukazeme, ze kazda hrana v komponente obsahujicom s je v @) prejdend raz
kazdym smerom. Nech s = wg, u1,...,u, je poradie vrcholov, v akom sa v @) vyskytuja
prvykrat. Matematickou indukciou vzhladom na r ukazeme, Ze hrany incidujtce s u, su
prejdené oboma smermi.

Baza indukcie ug = s ... podobne ako vyssie

Nech r > 0, nech ugu, je hrana, ktorou sme do wu, prisli prvykrat. Kedze k£ < r, podla
indukéné predpokladu je hrana uu, prejdena oboma smermi. Ale po jej prejdeni v smere
od u, uz musia byt vSetky hrany incidentné s u, prejdené oboma smermi (rovnaky dokaz

ak hore). O

o ak chceme najst cestu z s do x zastavime v . Mame s-z-sled. Jeho podsled pozos-
tavajuci z hran prejdenych prave raz je s-z-tah (nie nutne cesta).
Dévod: Nech R je podgraf indukovany hranami daného sledu, ktoré si prejdené len
raz. VSetky vrcholy v R okrem s a x st parneho stupna. Ak by bol R nestuvisly,
odvodime spor s vyberom hrany pri prechode.

5.2 Trémauxov prieskum grafov

Pravidla (T1) a (T2) doplnime o pravidlo:
(T3) Ak prideme hranou prechddzanou prvykrat do znameho vrchola, tak hned v nasle-
dujicom kroku sa touto hranou vraciame.

e nech s-z-sled T je sled najdeny Trémauxovym algoritmom. Podsled sledu T pozos-
tavajuci z hran prejdenych prave raz je s-x-cesta.

o Trémauxov prieskum — prehladdvanie do hibky

6 Suvislost

o Pripomenme, ze graf je sdvisly ak medzi lubovolnymi dvomi jeho vrcholmi existuje
cesta. Komponent grafu je maximalny suvisly podgraf vzhladom na inkliziu.

o artikuldcia je vrchol, odobratim ktorého vznikne graf s viac komponentmi, ako mal
povodny graf; podobne most je hrana, odobratim ktorej vznikne graf s viac kompo-
nentmi, ako mal povodny graf

e blok — maximélny suvisly podgraf bez artikulacii
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o Blokovo-artikulacny graf B grafu G skonstruujeme nasledovne: vrcholova mnozina
grafu B sa sklada z blokov a artikulacii grafu G a dva vrcholy v B st susedné
ak jeden z nich zodpoveda artikulacii a druhy bloku v G, pricom artikulacia patri

bloku.

o ak z grafu odoberame vrchol, tak s nim musime odobrat aj vSetky hrany s nim
incidentné. Ak z grafu odoberame hranu, koncové vrcholy ponechdavame. Ak W je
mnozina vrcholov alebo graf a z je vrchol, tak W —{z} zapisujeme aj W —z. Obdobné
plati, ak ide o hranu.

» G sa nazyva k-sivislym ak |V (G)| > k a pre kazdi mnozinu vrcholov X C V' tak,
ze | X| < k plati, ze graf G— X je stvisly. Najvacsie celé ¢islo k také, ze G je k-stvisly
sa nazyva suvislost k(G) grafu G.

o Cize k(K1) =0, k(G) = 0 pre nesuvisly graf G, k(K,) =n — 1 pre vSetky n > 1

o graf G sa nazyva hranovo l-suvisly ak |V (G)| > 1 a pre kazdi mnozinu hran F grafu
G taku, ze |F| < 1 je graf G — F suvisly. Najvicsie celé ¢islo [ také, ze G je hranovo
[-suvisly sa vola hranovd suvislost A\(G) grafu G.

e AG) =0 ak G je nesuvisly

& Je pravda, ze ak d(v) > 2 pre vsetky vrcholy grafu G, tak G je vrcholovo 2-suvisly?

& St koncové vrcholy mostu artikulacie?

Tvrdenie 6.1. Blokovo-artikulacny graf suvislého graf je strom.

Dokaz. Nech B je blokovo-artikulaény graf suvislého grafu G. Potrebujeme nahliadnut,
ze B je suvisly a acyklicky. Kedze G je suvisly, TODO m

Tvrdenie 6.2. Ak G je netrividlny graf, tak k(G) < MG) < 6(G).

Doékaz. Druha nerovnost vyplyva z toho, ze vSetky hrany ohranicujice vrchol tvoria hra-
novy rez. Predpokladajme teraz, ze F' je minimalna mnozina hran, takd ze G — F' je
nestvisly. Ukazeme, ze x(G) < |F]|.

Najprv predpokladajme, ze G obsahuje vrchol v, ktory nie je incidentny so ziadnou
hranou z F'. Nech C' je komponent grafu G — F', ktory obsahuje v. Potom vrcholy C'N F
oddeluji v od G — C a teda k(G) < |F|.

Predpokladajme teraz, ze kazdy vrchol grafu G je incidentny s hranou z F'. Nech v
je Ilubovolny vrchol grafu G' a nech C' je komponent grafu G — F', ktory obsahuje vrchol
v. Potom susedia v v C' st incidentni s rdznymi hranami z F a teda d(v) < |F|. Ak
V(G) # {v}UN(v), tak N(v) separuje v od zvysku grafu. Inak V(G) = {v} U N(v). Tato
tvahu mézeme urobit pre Tubovolny vrchol. Bud teda existuje v G vrchol z taky, ze N(x)
separuje x od zvysku grafu alebo pre vsetky x € V(G) plati, ze V(G) = {z} UN(z). V
druhom pripade je G kompletny graf a tvrdenie plati, lebo k(G) = A\(G) = |[V(G)|—-1. O
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6.1 2-suvislé grafy

e Nech H je graf. Cestu dizky aspoii 1 nazveme H-cestou, ak zdiela s H prave svoje
koncové vrcholy. Ak u,v € V(H) a hrana uv ¢ E(H), tak uv je H-cesta.

Tvrdenie 6.3. Graf je 2-suvisly, prave vtedy, ak sa dd skonstruovat z kruznice postupnym
priddvanim H -ciest k uz skonstruovanému grafu H.

Dékaz. (<) Ak graf je skonstruovany tak, ako je napisané, je 2-suvisly.

(=) Predpokladajme, ze G je 2-stuvisly. Potom G obsahuje kruznicu. Nech H je maximélny
podgraf grafu G, ktory sa dé skonstruovat ako je napisané. Kedze kazdd hrana z E(G) —
E(H) by bola H-cestou, graf H je indukovany podgraf grafu G. Ak H # G, tak existuje
vrchol v € G — H. 7 toho, ze G je suvisly vyplyva, ze mozeme predpokladat, Zze v je
susedny s vrcholom w € H. Kedze G je 2-suvisly, graf G — w obsahuje v-H-cestu P.
Potom wvP je H-cesta v G a H UwvP je graf skonstruovany podla zadania a vacsi ako
H, spor. O

Désledok 6.4. V 2-suvislom grafe lezi kaZdy vrchol na kruznici.

Dokaz. Nech G je 2-suvisly. Dokazeme, ze kazdy vrchol v lezi na kruznici. Podla Tvrde-
nia 6.3 sa G' da skonstruovat z kruznice, povedzme C', postupnym priddvanim H-ciest. Ak
v € V(C), tak nie je ¢o dokazovat. Inak v bol pridany ako sicast niektorej z H ciest k
uz skonstruovanému grafu. Nech X je tato H-cesta a predpokladajme, ze bola pridana k
podgrafu G, grafu G. Nech p a ¢ st koncové vrcholy cesty X. Kedze G je suvisly, musi
obsahovat p-g-cestu, povedzme Y. Potom ale X UY je kruznica, ktora obsahuje v. O

& Plati aj opacna implikdcia? T.j. je pravda, ze ak kazdy vrchol grafu lezi na kruznici,
tak graf je 2-suvisly?

Tvrdenie 6.5. KazZdé dva vrcholy v 2-suvislom grafe leZia na spolocnej kruznici.

Dokaz. Sporom predpokladajme, Ze u a v st dva vrcholy 2-stuvislého grafu G, ktoré nelezia
na spoloc¢nej kruznici. Kedze G je 2-suvisly graf, podla Dosledku 6.4 vrchol u lezi na
nejakej kruznici. Nech C' je kruznica, ktorej patri vrchol u a zaroven vzdialenost C' a v je
miniméalna, pricom vzdialenost vrchola v a kruznice C' je definovana

dist(v,C') = min{dist(v, x)|z € V(C)},

¢ize je to vzdialenost v od toho vrcholu C, ktory je k v najblizsie. Nech P je cesta,
kde sa dist(v,C) nadobida. Nech y je spolo¢ny vrchol C' a P. Kedze predpokladame, ze
neexistuje kruznica v G, ktorda by obsahovala oba vrcholy u a v, cesta P méa nenulovi
dizku. Graf G je 2-stvisly, a teda graf G — y je stvisly, a tak v G — y existuje cesta medzi
v a niektorym vrcholom z V(C) — y, nech R je najkratsia taka cesta a nech druhy koniec
R je vrchol s. Nech z je posledny vrchol cesty R, ktory patri P ak postupujeme od v k
vrcholu z V(C) — y, pozri Obr. 8a. Nech P’ je podcesta cesty P s koncovymi vrcholmi
y a z, R’ je podcesta cesty R s koncovymi vrcholmi s a z a C’ je podcesta kruznice C' s
koncovymi vrcholmi s a y, ktorej patri vrchol u. Potom C’"U P'U R/, ktorej patri vrchol u
a jej vzdialenost od v je mensia, ako vzdialenost C' od v, ¢o je v spore s vyberom kruznice
C, pozri Obr. 8b. Tym je dokaz ukonceny. m

& Je pravda, ze v 2-stvislom grafe lezi lubovolna trojica vrcholov na spoloc¢nej kruznici?
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Obr. 8

6.2 Struktdra 3-suvislych grafov

Nech G je graf a e je hrana grafu G. Symbolom G/e oznacujeme graf, ktory vznikne z G
stotoznenim koncovych vrcholov hrany e a odstranenim slucky. Tejto operacii hovorime
kontrakcia hrany. Ak hrana e lezi v trojuholniku v grafe G, graf G/e bude mat ndsobné
hrany, ktoré si vsak pre dalsie tvrdenia nepodstatné.

Oddelovac alebo (vrcholovy) rez je mnozina vrcholov grafu, odobratim ktorej vznikne
nesuvisly graf.

Lema 6.6. Ak G je 3-suvisly a |V (G)| > 4, tak G obsahuje hranu e, taki, Ze G /e je tieZ
3-suvisly.

Dokaz. Sporom predpokladajme, ze graf G po kontrakcii fTubovolnej hrany mé stuvislost
mensiu ako 3. Potom pre kazdu hranu zy € E(G), graf G/zy obsahuje oddelovac S s
najviac dvoma vrcholmi. Kedze x(G) > 3, vrchol v,,, ktory vznikol kontrakciou lezi v
oddelovaci S a |S| = 2. Preto graf G/xy obsahuje vrchol z rozny od v,, taky ze {v,y, 2}
je oddelova¢ v G/xy. Potom ale Tubovolné dva vrcholy v G/zy, ktoré st oddelené odde-
lovacom {v,,, 2} st oddelované v G mnozinou T = {z,y, z}. CiZe nahliadli sme, 7e

(1) pre kazda hranu xy grafu G existuje vrchol z taky, ze {x,y, z} je oddelovac¢ v G.

Kedze G mé suvislost aspon 3, ziadna vlastnd podmnozina mnoziny oddelovaca mo-
hutnosti 3 nie je oddelovacom v G, a teda

(2) kazdy vrchol Iubovolného oddelovaca T' mohutnosti 3 ma suseda v kazdom komponente
grafu G —T.

Vyberieme si hranu xy, vrchol z a komponent C' grafu G — {z,y, z} tak, ze |V (C)| je
najmensi mozny. Vyberieme suseda v vrchola z v C, podla (2) existuje. Podla (1) existuje
vrchol w € V(G) taky, ze {z,v,w} je oddelovac¢om v G a ako predtym, kazdy vrchol z
mnoziny {z,v,w} ma suseda v kazdom komponente grafu G — {z,v, w}.

Kedze z a y st susedné, existuje komponent D grafu G —{z,v, w} taky, ze DN{z,y} =
(). Teda D neobsahuje ziaden z vrcholov x,y, z, v, w. Vrchol v musi mat suseda v D (inak
spor s (2)). Z toho vyplyva, ze D C C, ale kedze v € D a v € C, komponent D je mensi,
ako C' — spor s minimalitou C'. O

& Kde sme v predchddzajicom dokaze vyuzili, ze |V (G)| > 47
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Veta 6.7 (Tutte [31], 1961). Graf G je 3-suvisly prive vtedy, ked existuje postupnost
Go, ..., G, grafov s nasledujicimi vlastnostams:

(1) G0:K4 aGn:G

(ii) Giy1 md hranu xy takd, Ze d(x),d(y) > 3 a G; = Giy1 /vy pre vsetky i < n.

Dékaz. (=) Ak G je 3-suvisly, tak taka postupnost existuje podla predchadzajicej lemy.

(<) Nech Gy, Gy, ..., G, je postupnost ako je uvedené. Ukazeme, ze ak G; je 3-stvisly,
tak aj G,11 je 3-suvisly, pre ¢« < n. Predpokladajme sporom, ze G; je 3-suvisly a G;i1
nie je. Nech S je oddelova¢ v G,;1, ktory méa najviac dva vrcholy a nech C; a Cy su
dva komponenty grafu G,;; — S. Kedze = a y su susedné, mozeme predpokladat, ze
{z,y}NC} = ). Potom Cy nemdze obsahovat oba vrcholy z a y — inak by S bol oddelovac
v G;. Takisto, Cs nemoze obsahovat vrchol r6zny od x a y. Teda C'5 obsahuje jediny vrchol,
x alebo y, stupen tohto vrchola je najviac 2 — spor s d(z), d(y) > 3. O]

6.3 Mengerova veta

Nech A a B st dve mnoziny vrcholov v grafe G. A-B-cesta je cesta s jednym koncovym
vrcholov v A a druhym v B. Mnozinu vrcholov S nazveme A-B-oddelovacom, ak kazda
A-B-cesta obsahuje aspon jeden vrchol z S. Poznamenavame, ze ak vrchol patri AN B,
tak je v kazdom A-B-oddelovadi.

Veta 6.8 (Menger [22], 1927). Nech G je graf a nech A a B si dve podmnoziny V(G).
Potom mohutnost minimdlneho A-B-oddelovaca sa rovnd mazimdlnemu poctu po dvoch
dizjunktnych A-B-ciest.

Dokaz. Je zrejmé, ze dizjunktnych A-B-ciest je najviac tolko, kolko je mohutnost mini-
malneho A-B-oddelovaca. Dokazeme opacnu nerovnost. Budeme dokazovaf matematickou
indukciou vzhladom na pocet hrdn. Ak |E(G)| = 0, tak AN B je minimélny vrcholovy
oddelovac a zaroven tieto vrcholy su trividlnymi A- B-cestami.

Predpokladajme teda, ze e = xy je hrana v grafe GG, oznacme H := G — e. Nech k je
mohutnost minimalneho A-B-oddelovaca v G. Nech S je A-B-oddelova¢ v H minimalnej
mohutnosti. Ak |S| = k, tak podla indukéného predpokladu v H existuje k dizjunktnych
A-B-ciest a teda aj v G existuje k dizjunktnych A-B-ciest.

Predpokladajme preto, ze |S| < k. Potom P = SU {z} a Q@ = S U {y} si A-B-
oddelovace v GG, z ¢oho vyplyva

|SU{z} = [SU{y} =k

a preto |S| = k — 1. V grafe G — S musi existovat aspon jedna A-B-cesta R a R vedie
cez e. Nech hrana e je v R prechadzana v smere xy.

Kazdy A-P-oddelova¢ v H je A-B-oddelovacom v . Preto minimalna velkost A-P-
oddelovaca v H je aspon k a teda existuje mnozina k vrcholovo dizjunktnych A-P-ciest
v H. Podobne existuje mnozina k vrcholovo dizjunktnych B-Q)-ciest. Kedze P a () su
A-B-oddelovace, tieto dva systémy ciest majui prienik len v S a tieto cesty spolu s hranou
e tvoria mnozinu k vrcholovo dizjunktnych A-B-ciest v G. ]

o Mnozina a-B-ciest tvori sa vola a-B-vejdr ak Tubovolna dvojica ciest ma spolo¢né
iba a.
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Désledok 6.9. Pre B C V(G) a a € V(G) — B, minimdlny pocet vrcholov réznych od a
oddelujicich a od B sa rovnd maximdlnemu poctu ciest, ktoré tvoria a-B-vejar v G.

Dékaz. Aplikujeme Mengerovu vetu na A = N(a) a B. O
Désledok 6.10. Nech a a b su dva rozne vrcholy grafu G.

(i) Ak ab ¢ E(G) tak minimdlny pocet vrcholov réznych od a a b, ktoré oddeluji a od b
sa rovnd maximdlnemu poctu nezdvislych a-b-ciest v G.

(ii) Minimdlny pocet hrdn separujicich a od b v G sa rovnd mazximdlnemu poctu hranovo
dizjunktnych a-b-ciest v G.

Dékaz. (i) Aplikujeme Mengerovu vetu na A = N(a) a B = N(b).
(ii) Aplikujeme Mengerovu vetu na L(G) pricom A = E(a) a B = E(b). O

Veta 6.11 (Globalna verzia Mengerovej vety). (i) Graf je k-stvisly prave vtedy, ked pre
lubovolné dva vrcholy v a v existuje k vniutorne dizjunktniych u-v-ciest.

(ii) Graf je hranovo k-sivisly prave vtedy, ked pre lubovolné dva vrcholy u a v existuje k
hranovo dizjunktnych w-v-ciest.

Dékaz. (i) (<) Ak G obsahuje k nezavislych ciest medzi lubovolnou dvojicou vrcholov,
tak V(G) > k a G nemo6ze mat oddelova¢ s menej ako k vrcholmi.
(=) Predpokladajme, Ze G je k-stuvisly. Nech a a b st Iubovolné dva vrcholy. Ak a a b st
nesusedné, tak podla predchadzajticeho dosledku (i) existuje aspon k nezavislych a-b-ciest
v (. Predpokladajme teda, Ze ab € E(G). Sporom predpokladajme, Ze neexistuje k neza-
vislych a-b-ciest. Nech G’ = G — ab. Potom G’ obsahuje najviac k — 2 vnttorne nezavislych
a-b-ciest. Podla predchadzajiceho désledku (i) v grafe G’ existuje a-b-oddelova¢ X, ktory
mé najviac k — 2 vrcholov. Kedze |V (G)| > k, existuje v G vrchol v, ktory nepatri do
X U{a,b}. Oddelova¢ X oddeluje v G’ vrchol v od jedného z vrcholov a a b, povedzme
od a. Ale potom X U b oddeluje a od v a ma menej ako k vrcholov, spor s k-stuvislostou
grafu G.

(ii) Priamo vyplyva z (ii) predchadzajiceho dosledku. O

6.4 Disjunktné kostry v grafe

7 Parenia

e Dve hrany su nezdvislé, ak mnoziny ich koncovych vrcholov st dizjunktné.
e pdrenie (matching) je mnozina hran, ktoré st po dvoch nezavislé

e Nech M je parenie v grafe GG. Cestu v G nazveme striedavou, ak zac¢ina vo vrchole
nepokrytom hranou z M a potom obsahuje striedavo hrany z E(G) — M a M.
Striedava cesta, ktorda konci nepokrytym vrcholom, sa nazyva zvdcsujica.

Péarenie v grafe nazveme mazimdlne, ked ma maximalny mozny pocet hran. Parenie M
grafu G je nerozsiritelné ak pre Iubovolnt hranu e € (G) — M, mnozina hran M U {e} nie
je parenim.

& Ndjdete graf a v nom parenie, ktoré je nerozsiritelné, a pritom nie je maximalne.
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Veta 7.1 (Berge [1], 1957). Pdrenie M v grafe G je maximdlne prave vtedy, ked neezistuje
2vdcsujica cesta v G.

Dékaz. (=) Ak by existovala zvicsujica cesta P pre M, tak ak z parenia odoberieme
hrany ktoré patria P N M a priddme hrany P — M, dostaneme parenie s mohutnostou o
1 vécsou, ako M.

(<) Sporom predpokladajme, ze v grafe G neexistuje zviacsujica cesta a M nie je
maximalne. Nech N je nejaké maximalne parenie. Komponenty grafu M U N st
a) hrany patriace M N N
b) cesty, na ktorych st hrany striedavo z M a z N
c¢) parne kruznice, na ktorych st hrany striedavo z M a z N

Kedze |N| > |M|, musi medzi komponentami existovat komponent typu b), ktory
zacina aj konci hranou z N. To je ale zaroven zvicsujuca cesta vzhladom na M, spor. [

7.1 Parenia v bipartitnych grafoch

Lema 7.2 (Konig [17], 1931). V bipartitnom grafe sa mohutnost maximdlneho pdrenia a
mohutnost minimdlneho vrcholového pokrytia rovnaji.

Dokaz. Kazdé vrcholové pokrytie musi obsahovat aspon jeden koncovy vrchol kazdej
hrany parenia, preto mohutnost minimalneho vrcholového pokrytia je aspon takéa velka
ako mohutnost maximalneho parenie.

Pre dokaz opacnej nerovnosti predpokladajme, ze G je bipartitny graf s biparticiou
AU B. Nech M je maximélne parenie (parenie maximélnej mohutnosti) v G. Zostrojime
mnozinu vrcholov U tak, ze z kazdej hrany a;b; z M dame do U jeden koncovy vrchol
podla nasledovného pravidla:

ak existuje striedavd cesta, ktord zacina v A a konci v b;, do U ddme b;, inak a;.

Ukazeme, ze mnozina U je vrcholovym pokrytim.
Vsetky hrany z M st pokryté vrcholom z U. Predpokladajme teda, ze ab ¢ M. Kedze
M je maximéalne parenie, aspon jeden z vrcholov a a b je pokryty hranou z M.

e ak b je pokryty hranou z M

— ak a € U, tak hrana ab je pokryta

— ak a &€ U, tak vrchol b patri do U, lebo ab je striedava cesta, ktord zacina v A
o ak a je pokryty hranou ab’ z M ...

— ak a € U, tak hrana ab je pokryta

—ak a &€ U, tak Y € U a vo vrchole V' kon¢i nejaka striedava cesta P, ktora
zacina v A. Ale potom existuje striedava cesta P’, ktord za¢ina v A a kondi v
b (ak b € P, tak P’ = P[x,b], inak P’ = Pb'ab). Kedze ale M je maximélne,
cesta P’ nemoze byt zviacsujuca, a teda vrchol b musi byt pokryty hranou z M

atedabe U
O]
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& Nahliadnite, ze v predchadzajicej leme predpoklad bipartitnosti nemozno vynechat.

Predchddzajica lema je taktiez dosledkom tvrdenia Egervaryho [5], ktoré bolo doké-
zané nezavisle vo vseobecnejsom pripade ohodnotenych grafov.

o dedinské svadby
« nutnd podmienka |N(S)| > |S| pre vsetky S C A
« ONCIS (obvious necessary condition is sufficient)

Veta 7.3 (Hall [11], 1935). Bipartitny graf G obsahuje parenie, ktoré pokrjva mnoZinu A
prave vtedy, ked |N(S)| > |S| pre vsetky S C A.

Dokaz. Nech G je bipartitny graf s biparticiou A U B. Implikacia = je zrejma. Sporom
predpokladajme, ze | N (S)| > | S| pre vSetky S C A a G neobsahuje parenie, ktoré pokryva
celdt mnozinu A. Podla Konigovej lemy existuje v G vrcholové pokrytie s mohutnostou
mensou ako |A|. Nech U je také pokrytie. Polozme A" := ANU a B’ :== BN U, pozri
Obr. 9. Plati

4]+ B = U] < |4]

Kedze U je vrcholové pokrytie, nie st hrany medzi A — A" a B — B’. Teda plati:
IN(A=A)| < |B] < |A] - |A] = |A - A

a teda podmienka |[N(S)| > |S| pre vSetky S C A je porusena pre S = A — A'. O

Obr. 9

o k-faktor je k-regularny faktor, teda podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy grafu a
vsetky jeho vrcholy st stupna k

o 1-faktorizdcia je rozklad hranovej mnoziny grafu na 1-faktory.

Désledok 7.4. Kazdy k-requldrny bipartitnyg graf s k > 1 md 1-faktorizdciu.
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Dokaz. Staci ukazaf, ze kazdy k-regularny bipartitny graf s £ > 1 ma 1-faktor. Kedze v
reguldrnom bipartitnom grafe plati, ze |A| = |B|, staci overit, ze |[N(S)| > |S| pre vSetky
S C A. Pre pevnt mnozinu S plati, Ze z nej odchadza k.|S| hrén, kazda z nich je medzi
k.|N(S)| hranami incidentnymi s N(.5). Teda plati k|S| < k|N(S)| pre kazda S C A, ¢ize
S| < [N(S)I- O

Dosledok 7.5 (Petersen [24], 1891). Kazdy reqularny graf pdrneho stupria md 2-faktorizdciu.

Doékaz. Ukazeme, ze G ma 2-faktor. Nech G je 2k-regularny graf. Bez ujmy na vSeobec-
nosti mozeme predpokladat, ze G je suvisly. Graf G ma vsetky vrcholy parneho stupna,
a teda obsahuje eulerovsky fah vpeq...e_1v; = v9. Vytvorime novy graf G’, ktory pre
kazdy vrchol v; bude obsahovat dvojicu vrcholov v a v; a za kazdi hranu e; = v;vi4,
priddme do G’ hranu e; = v; v, . Graf G’ je k-reguldrny a bipartitny, podla predchddza-
juceho dosledku obsahuje 1-faktor. Tomuto 1-faktoru zodpoveda v G' 2-faktor. Odobratim
2-faktora dostaneme 2(k — 1)-regularny graf, postup opakujeme, kym nie je celd hranova
mnozina grafu rozlozena na 2-faktory. O

7.2 Parenia vo vSseobecnych grafoch

e ¢(G) — poCet neparnych komponentov grafu G (pocet komponentov grafu G s ne-
parnym poctom vrcholov)

« ak G ma 1-faktor, tak (Tuttova podmienka)
q(G = 95) <|S] pre vsetky S C V(G)
« ONCIS (obvious necessary condition is sufficient)

Veta 7.6 (Tutte [30], 1947). Graf G md 1-faktor prdve vtedy, ked q(G — S) < |S| pre
vsetky S C V(G).

Dékaz. Implikicia (=) je zjavna. Pre dokaz implikdcie (<) sporom predpokladajme, ze
existuje graf G, v ktorom plati ¢(G — S) < |S| pre vsetky S C V(G), a G nema 1-faktor.

Ak mé& G neparny pocet vrcholov, podmienka ¢(G — §) < |S| nie je splnend pre
prazdnu mnozinu S. Budeme sa preto zaoberat iba grafmi s parnym poc¢tom vrcholov.
Pridavajme do G hrany kym sa da, aby graf nemal 1-faktor. Vysledny graf ozna¢me H.
Graf H teda nemé 1-faktor, ale pre vSetky mnoziny S jeho vrcholov plati ¢(H — S) < |5,

Nech R je mnozina vrcholov grafu H, ktoré st susedné so vSetkymi ostatnymi vrcholmi
grafu. Ukdzeme, Ze R je mnozina vrcholov taka, ze:

Vsetky komponenty grafu H — R su kompletné grafy a kazZdy vrchol r € R je susedny
so vsetkymi ostatnymi vrcholmi grafu H. (*)

Ak (*) nie je splnend, tak v niektorom komponente grafu H — R je dvojica nesusednych
vrcholov, povedzme a a a’. Nech a, b, ¢ st prvé tri vrcholy na najkratsej a-a’-ceste v tomto
komponente (mobze sa stat, ze ¢ = a’), potom ab, be patria E, ale ac nepatri E. Kedze
b ¢ R, existuje d € V také, ze bd ¢ E. 7 maximality grafu H vyplyva, ze graf H + ac
obsahuje 1-faktor, povedzme M, a graf H + bd obsahuje 1-faktor, povedzme M.
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Nech P = d...v je maximalna cesta v H, ktord za¢ina v d hranou z M; a obsahuje
striedavo hrany z M; a M,. Tato cesta skonéi v a,c alebo b. Ak skonéi v b, tak Pbd je
kruznica parnej dlzky v H +bd, v ktorej kazd4 druhd hrana patr{ M. Zmefime M, na M}
tak, Ze na Pbd ddme do M/, préave tie hrany, ktoré nepatrili My, ostatné hrany zachovame.
Mnozina hran M tvori 1-faktor v . H — spor. Ak P skonci v a, tak M, vytvorime z M,
tak, ze na kruznici Pabd dame do M, prave tie hrany, ktoré nepatrili M,, ostatné hrany
zachovame. Opét, M, tvori 1-faktor v H — spor. Obdobne riesime pripad, ze P kondci v c.
TakZe R je mnozina vrcholov grafu H spliiajica podmienku (*).

Nahliadneme, Ze zo struktary grafu H sa da odvodif, ze H ma 1-faktor. Skutocne,
vrcholy v parnych komponentoch grafu H — R pokryjeme hranami 1-faktora Tubovolne
v ramci komponentu. 7 kazdeho neparneho komponentu grafu H — R vyberieme jeden
vrchol, ten spojime 1-faktorovou hranou s vrcholom z R, vrcholy z roznych nepéarnych
komponentov spojime s roznym vrcholom z R. KedZe R > q(G — R), toto je mozné. Medzi
zostavajucimi vrcholmi v neparnych komponentoch vyberieme 1-faktor lubovolne a takisto
aj pre zostavajuce vrcholy v R. Tym je 1-faktor skonstruovany a je dokaz ukonceny. [

Désledok 7.7 (Petersen [24], 1891). Kazdy bezmostovy kubicky graf ma 1-faktor.

Dékaz UkéZzeme, 7e kazdy bezmostovy kubicky graf G splita Tuttovu podmienku. Nech
S C V(G) anech C je neparny komponent grafu G— S, pozri Obr.10. V grafe G je neparny
pocet S-C-hran a teda aspon 3, kedze G je bezmostovy. Celkovy pocet hran medzi S a
G — S je teda aspon 3¢(G — S). Ale tiez je to najviac 3|S|, kedze G je kubicky. Preto
(G —5) <|S|. O

8 Planarne grafy

o graf sa nazyva plandrny, ak sa da nakreslit v rovine tak, ze hrany maju prienik iba
na ich koncoch

o K5 — e je planarny

Veta 8.1 (Jordanova veta). KaZdd jednoduchd uzavretd krivka rozdeluje zvysok roviny na
dve disjunktné linedrne suvislé otvorené mnoziny.
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o linearne suvisla mnozina — Iubovolné jej dva body sa daju spojit krivkou, ktora cela
lezi vnuitri mnoziny

e jednoducha krivka — nepretina samu seba

o lubovolny graf, ktory dostaneme z grafu G postupnostou subdivizii hran, sa nazyva
subdivizia grafu G. Graf sa povazuje za subdiviziu samého seba.

Tvrdenie 8.2. Graf G je planarny prave vtedy, ked kaZda subdivizia grafu G je plandrna.

Veta 8.3. Graf je vnoritelny do roviny prdave vtedy, ked je vnoritelny do sféry.

o Rovinng graf je planarny graf nakresleny v rovine, bez krizenia sa hran.

e Rovinny graf rozdeli rovinu na linedrne suvislé otvorené mnoziny. Tieto mnoziny sa
volaju oblasti, znakom F'(G) alebo F' ozna¢ujeme mnozinu oblasti grafu G.

o Kazdy rovinny graf ma prave jednu neohranic¢enti oblast, ktori volame wvonkajsia
oblast.

« Dlzka d(f) oblasti f je pocet hran uzavretého sledu, ktory ohranicuje f.

» stereografickd projekcia ... xxx

o Pre kazdu oblast stuvislého rovinného grafu existuje nakreslenie v rovine také, ze
tato oblast je vonkajsia.

Tvrdenie 8.4. Nech G je plandrny graf a nech f je oblast v nejakom jeho plandrnom
nakresleni. Potom G md rovinné nakreslenie také, ktorého vonkajsia oblast ma rovnaki
hranicu ako f.

Nech G je suvisly rovinny graf. Dudlny graf G* ku graf ku grafu G je definovany na-
sledovne.
e GG* mé jeden vrchol f* pre kazdua oblast f grafu GG, vratane vonkajsej oblastie
o Pre kazda hranu e € E(G), graf G* obsahuje hranu e* spdjajicu vrcholy korespon-
dujice dvom oblastiam incidentnym s e.

Veta 8.5 (Eulerova formula). Pre kazdy suvisly rovinng graf G plati
V(G| = |E(G)| +|F(G)| =2

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hran. Za bazu si
vezmeme grafy, ktoré si stromami. Ak G je strom, tak |V(G)| = |E(G)|+1 a |F(G)| = 1,
a tvrdenie plati.

Inak, ak G nie je strom, zoberme hranu e € G, ktord lezi na kruznici. Nech G' = G —e.
Potom G’ je stuvisly rovinny graf, |E(G’)| = |E(G)|—1, |V(G')| = |V(G)|. Hrana e lezi na
hranici dvoch oblasti, jej odobranim sa tieto oblasti zlic¢ia, a teda |F(G")| = |F(G)| — 1.
Z indukéného predpokladu, |V (G')| — |E(G")| + |F(G')| = 2 a teda aj |V (G)| — |E(G)| +
|F(G)] = 2. ]

Doésledok 8.6. Kazdé plandrne vnorenie suvislého plandrneho grafu md rovnaky pocet
oblasti.
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Désledok 8.7. Nech G je plandrny graf s aspon tromi vrcholmi. Potom
(a) |E(GQ)| < 3|V(G)|—6 a |E(G)| = 3|V(G)|—6 prave vtedy, ked kazdé plandrne vnorenie
grafu G je trianguldcia,

(b) ak G nemd trojuholniky, tak |E(G)| < 2|V(G)| — 4.

Doékaz. Tvrdenie staci dokazat pre suvislé grafy. Ak by bol G nesuvisly, dokazeme nerov-
nost pre kazdy komponent osobitne, z toho potom vyplynie platnost pre cely graf.

(a) Ak zratame dizky oblasti, kazdd hranu zardtame dvakrét.

Preto platf 2|E(G)| = ¥ rep d(f) = 3|F(G)| = 3(|E(G)| — [V(G)| + 2), z toho vypljva
|E(G)| < 3]V(G)| — 6. Rovnost v prvej nerovnici nastéva prave vtedy, ked kazda oblast
je trojuholnikom.

(b) Podobne, ak G nemd trojuholniky, tak 2| E(G)| = X e p(q) d(f) = 4| F(G)| = 4(|E(G)|-
|[V(G)| 4+ 2), z toho vyplyva |E(G)| < 2|V (G)| — 4. O

Désledok 8.8. KazZdy plandrny graf md vrchol stupria najviac 5.

Dokaz. Sporom predpokladajme, ze v plandrnom grafe G' st vsSetky vrcholy stupna as-
pon 6. Potom 2|E(G)| = X,cv (e d(v) > 6|V (G)] a teda |E(G)| > 3|V(G)], spor. O

Désledok 8.9. Grafy K5 a K33 nie si plandrne.

Dékaz. Sporom predpokladame, zZe si plandrne a z poc¢tu vrcholov a hran odvodime spor.
Graf K33 je bipartitny, a preto neobsahuje trojuholniky. m

Tvrdenie 8.10. Rovinny graf md vsetky oblasti ohranicené kruznicami prdve vtedy, ked
je 2-suvisly.

Dékaz. (<) Nech nejakd oblast F' rovinného vnorenia nie je ohrani¢end kruznicou, ale
nejakym inym uzavretym sledom. Potom isty vrchol v na hranici oblasti F' sa vyskytuje
(aspon) dvakrat. Postupujeme po hranici od prvého po druhy vyskyt vrcholu v a vnttri F'
v blizkosti hranice vnorme jednoduchu krivku C' za¢inajicu sa v prvom vyskyte vrcholu
v a konc¢iacu v druhom vyskyte. Potom C' je jednoduché uzavretd krivka. Nech u je
vrchol na hranici oblasti F' bezprostredne predchadzajici vrcholu v a nech w je vrchol
bezprostredne nasledujici. Potom C' pretina graf G' len vo vrchole v pricom v a w su v
roznych oblastiach roviny vytvorenych krivkou C'. Preto v je artikulacia.

(=) Sporom, nech v je artikuldcia. Potom G sa da vyjadrit ako G = H U K, pricom
H N K = {v}. Zvolme si dostato¢ne mali kruznicu D so stredom vo v. Potom D pretina
hrany incidentné s v jednak patriace do H a jednak do K. Ako postupujeme po D musi
nastat situdcia, ze za hranou h z H nasleduje hrana k z K. Uvazujeme oblast F’  ktord
ma roh vo v ohrani¢eny hranami h a k. Kedze h lezi v H a v je artikulacia, tisek hranice
oblasti F’ zacinajuci sa vo v a pokracujuci hranou h lezi cely v H az po dalsi vyskyt
vrcholu v. Kedze hrana £ sa nikde na tejto hranici nevyskytuje, hranica pokracuje dalej.
Teda vrchol v je viacnésobny — teda oblast F” nie je ohrani¢end kruznicou. O]

Lema 8.11. Graf je plandrny prdve vtedy, ked kazdy jeho blok je plandrny.

Dokaz. Tvrdenie sa da lahko dokazat matematickou indukciou vzhladom na pocet blokov.
m

Veta 8.12 (Kuratowski [18], 1930). Graf je plandrny prave vtedy, ked neobsahuje subdi-
viziu K5 ant K3 3.
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Dokaz. Podla Dosledku 8.9 grafy K5 ani K33 a teda ani ich subdivizie nie st plandrne,
preto tvrdenie (=) plati.

Dokazme teraz implikdciu (<). Budeme postupovat matematickou indukciou vzhla-
som na pocet vrcholov. Ako bazu indukcie zoberieme grafy na najviac styroch vrcholoch,
pre ne tvrdenie zjavne plati. Nech teraz |V (G)| > 5 a pre vsetky grafy na mensom pocte
vrcholov tvrdenie plati. Je zrejmé, ze G je suvisly. Podla Lemy 8.11 graf G nema artikula-
ciu. Ak by mal (vrcholovy) 2-rez {x, y}, vytvorime dva grafy G a Go tak, aby G1UG, = G
a V(Gy) NV (Gs) = {z,y}. Pre i € {1,2} vytvorime graf G} tak, ze ak hrana xy nepatri
G;, potom G, = G; + zy, inak G = G;, Obr. 11. Kedze G neobsahuje subdiviziu Kj
ani K53, tak ani grafy G a G}, takito subdiviziu neobsahuji. Z indukéného predpokladu
vyplyva, ze st planarne. Podla XXX maju také vnorenie do roviny, ktoré ma vrcholy x
a y na hranici vonkajsej oblasti. Spojenim a pripadnym odobratim hrany xy dostavame
vnorenie grafu G do roviny.

v ¢ G G

Obr. 11: Dékaz Vety 8.12, v pripade, ze G ma vrcholovy 2-rez

Moézeme teda predpokladat, ze G je 3-suvisly. Podla Lemy 6.6 existuje hrana e € G
takd, ze G/e je tiez 3-suvisly.

Nahliadneme najprv, ze graf G/e neobsahuje subdiviziu grafu K5 ani Kj3. Ak G/e
obsahuje subdiviziu S grafu K33, tak nech v je vrchol, ktory vznikol kontrakciou e. Ak
S neobsahuje v, tak G obsahuje S, ¢o je v spore s predpokladom. Ak S obsahuje v,
tak v je stupna 2 alebo 3 v .S. V oboch pripadoch G obsahuje subdiviziu K33, ktord je
bud totozné s S alebo sa da vytvorit z S podrozdelenim jednej hrany. Podobne, ak G/e
obsahuje subdiviziu S grafu Kj, tak podobne odvodime, ze G obsahuje bud subdiviziu
K5 ani K3, pozri Obr. 77.

Graf G /e je podla indukéného predpokladu planarny. Bez ujmy na vSeobecnosti mo-
zeme predpokladat, ze vrchol v vzniknuty kontrakciou hrany e lezi na hranici vonkajsej
oblasti (kazd4d oblast moze byt vonkajsia; stereografickd projekcia na sfére). Utvorme graf
G/e — v. Tento je iste 2-suvisly, teda podla jedného z predoslych tvrdeni vonkajsia ob-
last je kruznica. Roztiahnime spat vrchol v. Nech e = zy a nech xy, xs, ...,z st susedia
vrcholu x rézny od y v cyklickom poradi ako sa objavuji na hranici vonkajsej oblasti a
nech yi,vys, ...,y st susedia vrcholu y roézny od . Nech P, ;1 je cesta, ktora lezi na hra-
nici vonkajsej oblasti ohranic¢end vrcholmi z; a z;,; (Cize cesty sa prenikaji v koncovych
vrcholoch).

Predpokladajme najprv, ze y,, pre nejaké m je vnutornym vrcholom niektorej z ciest
P, ;+1, povedzme cesty P ». Potom vSetky y; lezia na ceste P;;;; (vratane jej koncovych
vrcholov). Ak by totiz nejaky vrchol y, lezal mimo P, o, vrcholy x,y, 1, 2, Ym, y. by boli
vrcholmi subdivizie K3 3. Teda vSetci susedia vrcholu y okrem vrcholu z lezia na Py a G
je planarny.

Predpokladajme teraz, ze kazdy ., je totozny s niektorym zo susedov vrcholu x roznym
od y. Ak y ma dvoch susedov roznych od x, tak ak susedia vrcholu y st dva néasledné
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vrcholy x; a 41, tak G je plandrny, inak obsahuje subdiviziu K3 3. Ak y ma aspon troch
susedov réznych od z, tak obsahuje subdiviziu K5. To ukoncuje dokaz pre 3-suvislé grafy.
O

9 Farbenia grafov

o wrcholové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : V — S, prvkom mnoziny S
hovorime aj farby

o vrcholové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : V — {1,2,... k}

o hranové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : E — {1,2,...,k}

o requldrne farbenie — susedné objekty maju rozne farby

o graf je (vrcholovo/hranovo) k-zafarbitelny ak mé vrcholové/hranové k-zafarbenie
 chromatické ¢islo x(G) je najmensie k také, ze G ma (vrcholové) k-farbenie

e chromatické index x'(G) je najmensie k také, ze G ma hranové k-farbenie

9.1 Vrcholové farbenia

Tvrdenie 9.1. KaZdy graf G s m hranami splia

Y(G) < ; +/@2m+ i).

Dokaz. Medzi kazdou dvojicou farebnych tried musi byt hrana. O

o greedy algoritmus — vrcholy farbime postupne najmensou pripustnou farbou — do-
stavame odhad x(G) < A(G) + 1.

& Dokézte, ze rozdiel A(G) — x(G) moze byt Tubovolne velky.

& Nech G je suvisly graf, ktory nie je regularny. Za akych podmienok viete dokézat, ze
X(G) < A(G)?

Tvrdenie 9.2. KaZdy graf G splia
X(G) < max{§(H)|H C G} + 1.

Lema 9.3 (Lovéasz, 1975). Nech G je 2-suvisly graf, ktory nie je kompletnyg a nech A(G) >
3. Potom G obsahuje indukovani cestu dizky 2, povedzme axb taki, Ze G—{a,b} je stvisly.

Doékaz. Ak graf G obsahuje vrchol v susedny so vSetkymi ostatnymi, vyberieme a a b
ako dvojicu nesusednych vrcholov z V(G) — {v} (také vrcholy existuju pretoze G nie je
kompletny). Inak, nech v je Iubovolny vrchol stupna aspon 3. Ak graf G — v je 2-stuvisly,
polozime a = v, b bude Tubovolny vrchol grafu G vo vzdialenost 2 od a a x bude spolo¢ny
sused vrcholov a a b. Ak G — v nie je 2-suvisly, tak jeho suvislost je 1 — nemoéze byt
nesuvisly, lebo G je 2-suvisly. Pozrime sa na jeho blokovo-artikulac¢ny graf. Vrchol v musi
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byt incidentny so vSetkymi listovymi blokmi, a navyse st aspon dva listové bloky. Vyberme
TubovoIné dva listové bloky incidentné s v a vyberme suseda a vrcholu v v prvom listovom
bloku a suseda b vrcholu v v druhom listovom bloku a polozme x = v. Zjavne vrcholy a
a b su nesusedné. O

Veta 9.4 (Brooks [2], 1941). Nech G je suvisly graf. Ak G nie je kompletny graf ani
nepdrna kruznica, tak

X(G) < A(G).

Dékaz. Zoberme najmensi protipriklad G. Zjavne G je 2-stvisly. Lahko overime, ak A(G) <
2. Nech A(G) > 3. Nech a,b,z € V(G) su vrcholy podla predchidzajicej lemy. Nech
|V (G)| = n. Usporiadame vrcholy grafu G do postupnosti vy, vs, ..., v, tak, ze kazdy v;
s ¢ < n ma suseda vj, kde j > ¢ nasledovne. PoloZime v; = a, v = b a v, = = a nech
G'" = G — {a,b}. Graf G’ je stvisly. Dalej zvolime v,_; vrchol grafu G’ susedny s vy,
vrchol v,_s vrchol grafu G’ susedny s niektorym z vrcholov v, a v,_; atd. Ideme far-
bit — vrcholy farbime v poradi vy, vs,...,v,. Vrcholom v; a vy priradime rovnaku farbu.
Postupne farbime wvs, ..., v,_1, pouzijeme vzdy prvu volnu farbu, pricom kedze kazdy z
tychto vrcholov mé nezafarbeného suseda, pouzijeme najviac A(G) farieb. Vrchol v,, moze
mat zafarbenych A(G) susedov, ale dva z nich (v, a vy) st zafarbené rovnakou farbou,
takze dofarbime aj v,, a nepouzijeme viac ako A(G) farieb. O]

Autorom dokazu Brooksovej vety, ktory tu uvddzame je Lovasz [20]. Viacero alterna-
tivnych dokazov sa nachddza v praci Cranstona a Raberna [3].

o klikové cislo w(QG)

o (islo nezdvislosti a(Q)
Tvrdenie 9.5. Pre kazdy graf G plati, Ze x(G) > w(G) a x(G) > l‘o/t((g))l
Priklad 9.6. FEzistuji grafy, kde x(G) > w(G). Nech Gy je graf Cs plus Ks. Potom
w(Gs) =s+2ax(Gs) =s+3.

o Mycielského konstrukcia vytvori z jednoduchého grafu G novy graf G’. Nech V(G) =
{v1,v9,...,v,}. Polozme V(G') = {vy,v9, ..., 0p, U1, Ug, ..., up,w}a E(G") = E(G)U
{wv;lviv; € E(G)} U {ww|l <i<n}.

Tvrdenie 9.7 (Mycielski [23], 1955). Mycielského konstrukcia vytvori z grafu G bez troj-
uholnikov s x(G) =k, graf G’ bez trojuholnikov s x(G') = k + 1.

Doékaz. Ak je G bez trojuholnikov, tak zjavne aj G’ neobsahuje trojuholniky.

Pre chromatické ¢islo x(G’) zrejme plati x(G’) < k+1 — zoberieme nejaké k-zafarbenie
grafu G a vrchol u; zafarbime rovnakou farbou ako je vrchol v; a vrcholu w priradime
farbu k£ + 1.

Dokazeme teraz, ze x(G') > k + 1. Sporom predpokladajme, ze x(G') = k. Zoberme
také zafarbenie ¢ grafu G’, Zze ¢(w) = k. Prerobme ¢ na ¢ tak, ze ¢ sa lisi od ¢ iba na
vrcholoch v; takych, ze c¢(v;) = k; takym vrcholom priradme ¢ (v;) = ¢(u;). Nie je tazké
overif, ze ak je regularne k-farbenie grafu G’, tak aj ¢’ je také. Navyse ¢’ farbi podgraf G
grafu G’ s pouzitim najviac k — 1 farieb, co je v spore s tym, ze x(G) = k. O

S pouzitim nadhodnych grafov Erdés dokazal nasledujicu vetu.

vvvvv

¢islom wvacsim ako k.
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9.2 Farbenia planarnych grafov

Problém styroch farieb. Dokdzte, Ze oblasti lubovolného rovinného grafu bez mostov
mozno zafarbit najviac styrmi farbami tak, aby susedné oblasti (tie, o maji spolocni
hranu na hranici) boli zafarbené rozne.

z duality vyplyva ekvivalentna formulacia Problému styroch farieb:
Pre kazdy rovinny graf G (bez sluciek) plati x(G) < 4.

histéria

o 1852 - najstarsia znama zmienka: Francis Guthrie polozil svojmu bratovi Frederikovi
tato otazku

o 1878 - Cayley prezentoval tento problém Londynskej Matematickej Spolo¢nosti
e 1878 - Taitov nespravny “dokaz"

o 1879 - Kempe publikoval nespravny “dokaz'

o 1890 - Heawood modifikoval Kempeho “ddkaz'na dokaz vety o piatich farbach

o 1977 - prvy vSeobecne akceptovany dokaz Appel and Haken

Nacrt dokazu: A&H najprv ukézali, ze kazda planarna trianguldcia musi obsaho-
vat jednu z 1482 nevyhnutnich konfigurdcii. V. druhom kroku s pouzitim pocitaca
dokézali, ze kazda z tychto konfiguracii je reducibilnd, to znamend kazda planarna
triangulacia, ktora obsahuje takuto konfiguraciu sa da zafarbit styrmi farbami za
predpokladu, ze sa daji zafarbif vsetky mensie. Pomocou tychto dvoch krokov sa
da induktivne dokazat, ze kazda rovinna triangulacia a teda aj kazdy rovinny graf
bez sluciek je 4-zafarbitelny.

& Dokazte, ze x(G) < 6 pre kazdy planarny graf G.

Veta 9.9 (Tait, 1878). Problém styroch farieb je ekvivalentny s turdenim, Ze pre kaZdy
kubicky plandrny graf G bez mostov plati xX'(G) = 3.

Dékaz. (=) Vnorime kubicky graf do roviny. Zafarbime oblasti $tyrmi farbami zo Zg X Zs.
Kazdej hrane kubického grafu priradime farbu, ktora je stic¢tom farieb na oblastiach, na
ktorych hranici lezi. Zjavne na kazdej hrane bude nenulova farba zo Zy x Zs. Predpokla-
dajme, zZe oblasti pri nejakom vrchole v boli zafarbené tromi farbami «, 3, v. Potom farby
hran incidentnych s v budid o+ 3, 6+ v a v 4+ «. To znamena, ze stcet farieb na tychto
hranach je (0,0). Lahko sa d4 nahliadnut, Ze sti¢et troch nenulovych prvkov zo Zy X Zs je
(0,0) prave vtedy, ked si tieto prvky po dvoch rozne, a teda aj farby hréan okolo v budd
rozne.

(<) Majme plandrny bezmostovy graf H. Kedze H je bezmostovy, nemd vrcholy
stupna 1. Vytvorme z grafu H graf H' tak, ze vrcholy stupna 2 vyhladime a kazdy jeho
vrchol so stupniom k vacsim ako 3 nafikneme na kruznicu s k vrcholmi tak, aby graf H'
bol plandrny. Graf H' je kubicky, a teda podla predpokladu mé hranové 3-zafarbenie.
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Zafarbime jednu z jeho oblasti. Rozsirujme farbenie postupne na dalsie oblasti tak, ze
hrana bude maf farbu, ktord je sic¢tom farieb oblasti, na hranici ktorych lezi. Tokovy
argument nam zaruci, ze nenastane spor. O

Tait si myslel, ze kazdy kubicky graf je hranovo 3-zafarbitelny, a teda si myslel, ze
dokazal Vetu o styroch farbach. Protipriklad Kempe — Petersenov graf.

Veta 9.10 (Heawood [12], 1890). Pre kazdy plandrny graf G (bez sluciek) plati x(G) < 5.

Dokaz. Matematickou indukciou na pocet vrcholov. Kazdy jednoduchy planarny graf ma
vrchol stupna nanajvys 5, povedzme v. Zafarbime graf G — v. Ak je farba nepouzita na
suseda v v G, dofarbime v. Inak mdézeme predpokladaft, ze susedia v v G st vy, v, ..., 05 V
cyklickom poradi podla vnorenia a v; je zafarbeny farbou ¢. Graf indukovany ITubovolnymi
dvoma farbami je bipartitny. Ak komponent grafu G — v, indukovany farbami 1 a 3
obsahujici vy neobsahuje vz, vymenime farby v tomto komponente a vrchol v zafarbime
farbou 1. Predpokladajme teda, ze komponent grafu G — v, indukovany farbami 1 a 3
obsahujici v; obsahuje vs. Potom ale, kedze graf je planarny, komponent indukovany
farbami 2 a 4 obsahujtci vs neobsahuje v4. Prefarbime tento komponent a zafarbime v
farbou 2. O

Veta 9.11 (Grotzsch [9], 1959). Pre kazdy plandrny graf G bez trojuholnikov (bez sluciek)
plati x(G) < 3.

9.3 Hranové farbenia

e je zrejmé, ze plati x'(G) > A(G)
& Dokézte ¢o najlepsi horny odhad pre x'(G).

Veta 9.12 (Konig [16], 1916). Pre kaZdy bipartitny graf G plati x'(G) = A(G).

Dékaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hran. Ak |E(G)| =
0 tvrdenie plati. Majme teraz bipartitny graf G a predpokladajme, ze tvrdenie plati pre
vSetky bipartitné grafy s mensim poc¢tom hran. Vyberme e € E(G) a vytvorme graf
H = G — e. Pre graf H plati indukény predpoklad, a teda x'(H) < A(H). Kedze
A(H) < A(G), graf H sa da hranovo zafarbit farbami z mnoziny {1,2,..., A(G)}. Uké-
zeme teraz, ze po pripadnom prefarbeni niektorych hran, sa da zafarbit aj hrana e.

Nech e = uwv, u € A, v € B, kde AU B je biparticia grafu H. Kedze stupen vrchola
u v grafe H je mensi ako A(G), existuje farba, povedzme o € {1,2,...,A(G)}, ktora
nie je pouzitd na ziadnu z hran incidentnych s u. Obdobne, na hrany incidentné s v nie
je pouzitd farba, povedzme (. Sledujme cestu P indukovant hranami farby o a (3, ktord
zaCina v u (nahliadnite, Ze naozaj je to cesta). Tato cesta pri prechode z A do B pouziva
hranu farby 8 a pri prechode z B do A pouziva hranu farby a. Z toho vyplyva, P nemdze
skonc¢it vo v. Vymenme farby « a § na P. Dostavame nové regularne farbenie grafu H,
v ktorom v oboch vrcholoch v a v chyba farba . Dofarbime hranu e farbou g a tym
vytvorime reguldarne A(G)-farbenie grafu G. OBR TODO O

Priklad 9.13. x/(Pg) =4 TO DO
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Veta 9.14 (Vizing [32], 1964). Pre kazdy jednoduchy graf G plati
A(G) < X(G) < AG) +1.

Dékaz. Nech A = A(G). Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet
hran. Pre grafy bez hran tvrdenie zjavne plati. Majme teraz G s aspon jednou hranou a
predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vsetky grafy na mensom pocte hran. Nech e = uvy je
[ubovolna hrana grafu GG. Z indukéného predpokladu vieme, ze graf H = G —e ma hranové
A-farbenie c¢. Na hrany incidentné s vrcholom w je nepouzitd nejaka farba z mnoziny
{1,2,..., A+ 1}, nech je to farba « (v skuto¢nosti st tam nepouzité aspon dve farby, za
farbu « vyberieme Iubovolni z nich). Obdobne, vo vrchole vy chyba farba, nech je to 51. Ak
farba f; chyba aj v u, zafarbime hranu e farbou (; a sme hotovi. Predpokladajme preto,
ze farba 3 je v u pritomna na hrane uvy. Vo vrchole vy chyba farba fS5. Tymto sposobom
vytvorime maximalnu (t.j. nerozsiritelni) mnozinu hran wvy, uvs, ..., uvg s vlastnostami

e vo vrchole v; chyba farba i, pre i € {1,2,...,k}
o hrana wv; mé farbu 5, € {1,2,..., A+ 1}, prei € {2,3,...,k}
e B Bpreistj, i e {2, ..k}
Su dve moznosti, preco tito mnozinu hran nemozno rozsirit.
(1) hrana farby S nie je incidentna s vrcholom u alebo
(2) plati B, = B; pre nejaké j € {1,2,...,k —1}
Ak nastala moznost (1), tak vytvorime farbenie ¢’ grafu G nasledovne.
o d(uv;) = c(uviyq) prei € {1,2,..., k—1},
o« d(uvy) = B,
o d(e) =c(e) pre e & {uvy, uvy, ..., uvy}.

Predpokladajme teraz, ze nastala moznost (2). Sledujme nepredlzitelny Si-a retazec P,
ktory zacina vo vrchole u (jeho prva hrana je uv,41). Tento retazec je cestou. Ak P nekonci
vo vj, tak vytvorime farbenie d' grafu G nasledovne.

o d(uv;) = c(uv;y) prei € {1,2,...,7},
 hrana wv;;; bude vo farbeni d nezafarbena
o d(e) = c(e) pre e & {uvy, uva, ..., uv41}.

Nésledne vo farbeni d vymenime farby na o-f8j retazci zac¢inajicom vo vrchole v;i; a
hranu uv;;; zafarbime farbou «, a tak vytvorime farbenie d' grafu G. Zostava uvazovat
ripad, ked retazec P kon¢i vo v;. Vytvorime farbenie 2’ grafu G nasledovne.
; j

o z(uv;) = c(uviyq) prei € {1,2,...,k — 1},
e hrana wv; bude vo farbeni z nezafarbena
e z(e) = c(e) pre e & {uvy, uvy, ..., uvg}.
Nasledne vo farbeni z vymenime farby na a-f;, retazci zacinajicom vo vrchole vy a hranu

uvy, zafarbime farbou «, a tak vytvorime farbenie 2z’ grafu G. O
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Vizingova veta prirodzene rozdeluje jednoduché grafy na dve mnoziny — na

grafy, na ktorych hranové zafarbenie staci A(G) farieb; tieto volame grafy 1. triedy

grafy, na ktorych hranové zafarbenie treba a stac¢i A(G) + 1 farieb; tieto volame
grafy 2. triedy

Prave kubické grafy 2. triedy si zaujimavé tym, ze mnohé hypotézy a otvorené prob-
lémy sa daju zredukovaf na tito mnozinu grafov, t.j. ak by sme spominané problémy
dokéazali pre kubické grafy 2. triedy, platili by vsetky grafy.

Tvrdenie Vizingovej vety neplati pre grafy s nasobnymi hranami. PR aaa.

Veta 9.15 (Vizing [32], 1964; Gupta [10], 1966). Ak G je multigraf, tak x'(G) < A(G) +

1(G).

Veta 9.16 (Shannon [27], 1949). Ak G je multigraf, tak X'(G) < |3A(G)/2].

94

Vyberatelnost

graf G je k-vyberatelny ak pre kazdé priradenie zoznamov pripustnych farieb vrcho-
lom grafu G také, ze kazdy zoznam ma aspon k farieb sa da vybrat farba pre kazdy
vrchol z jemu prislichajicemu zoznamu tak, ze farbenie je regularne. Najmensie k
také, ze G je k-vyberatelny sa vola zoznamové chromatické cislo ch(G) grafu G.

obdobne pre hrany je definované, kedy je graf hranovo k-vyberatelny a ma zoznamouvy
chromaticky index ch'(G)

ch(G) > x(G) a ch'(G) > X'(G).
definované v roku 1976 Vizingom
veta Brooksovho typu plati aj pre zoznamové chromatické ¢islo (dokazal Vizing)

rozdiel medzi ch(G) a x(G) moze byt Tubovolne velky

Veta 9.17 (Thomassen [28], 1994). KaZdy plandrny graf je 5-vyberatelny.

Dokaz. Matematickou indukciou dokazeme nasledujtice tvrdenie.

(*) Predpokladajme, Ze kaZdd vnitornd oblast grafu G je trojuholnikovd a vonkajsia

oblast grafu G je kruznica C = vivy ... vpv1. Dalej predpokladajme, Ze vrchol vy uZ
bol zafarbeny farbou 1 a vrchol vy uz bol zafarbeny farbou 2. Predpokladajme dalej,
ze kazdy vrchol kruznice C' rozny od vy a vy md priradeny zoznam s aspon 3 farbami
a kazdy vrchol v G — C ma priradeny zoznam s aspon 5 farbami. Potom farbenie
vrcholov vy a ve sa da rozsirit na farbenie grafu G z daniych zoznamow.

Najprv nahliadneme, Ze (*) implikuje tvrdenie vety. Majme Iubovolny plandrny graf
spolu so zoznamami 5 farieb priradenych vrcholom. Pridavajme hrany k tomuto grafu a
tak vytvorme z neho maximélny planarny graf G. Zjavne G je triangulacia roviny. Nech
v109u3v1 je hranica vonkajsej oblasti grafu G. Zafarbime vrcholy vy a vy réznymi farbami
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z ich zoznamov. Zo zoznamu pri vrchole v3 odstranime tieto dve farby (ak ich obsahuje).
Rozsirime toto farbenie pouzitim (*) na farbenie celého G z danych zoznamov.

Teraz dokézeme (*), urobime tak matematickou indukciou vzhladom na |V(G)|. Ak
[V(G)| = 3, tak G = C a tvrdenie zjavne plati. Predpokladajme, ze |V (G)| > 4 a (*)
plati pre vsetky grafy s mensim poc¢tom vrcholov ako ma G. Ak C' ma chordu vw, tak vw
lezi na dvoch kruzniciach C; a Cy takych, ze C; N Cy = {vw} a C1ACy; = C. Bez ujmy
na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze vivy, € C a vive € Cs. Pre 1 = 1,2 nech G; je
podgraf grafu G indukovany vrcholmi leziacimi na C; a vnutri C;. Aplikujeme indukény
predpoklad najprv na C a potom — s farbami priradenymi vrcholom v a w — na Cs.
Dostavame farbenie celého G z danych zoznamov.

Zostava uvazovat pripad, ze C' nemé chordu. Nech vyuq, . . ., U, vp_1 st susedia vrcholu
vg, v ich prirodzenom cyklickom poradi okolo v,. VSetky vrcholy u; lezia vnutri C. Kedze
kazda vnitorna oblast grafu G je trojuholnik, P := vjuy ... u,vp_1 je cesta v G a C' :=
P U (C —vy) je kruznica.

Vyberieme si teraz dve rozne farby j,1 # 1 zo zoznamu priradenému vrcholu v, a
odstranime tieto farby zo zoznamov vsetkych vrcholov u;. Potom zoznam kazdého vrcholu
v; pre ¢ > 3 ma aspon 3 farby. S vyuzitim indukéného predpokladu zafarbime vrcholy na
C" a vnutri C'. Zostava zafarbit vrchol vg. Aspon jedna z farieb 7,1 nie je pouzitd na v,_q
ani na ziaden z vrcholov uq, . .., u,,, tuto farbu priradime vrcholu vy a dostavame farbenie
celého G z danych zoznamov. ]

o [Voigt [33], 1993] skonstruovala plandrny graf na 238 vrcholoch, ktory nie je 4-
vyberatelny, ¢ize Thomassenova zoznamova verzia vety o 5 farbach je najlepsSia
mozna.

Hypotéza 9.18 (Hypotéza o hranovom zoznamovom farbeni). Pre kaZdy graf G plati
ch'(G) = X'(G).

o Hypotéza o hranovom zoznamovom farbeni je dokdzana pre niektoré triedy grafov,
napr. bipartitné Galvin [8]. Taktiez, pouzitim Vety o Styroch farbach, Ellingham
a Goddyn dokazali tito hypotézu pre k-regularne hranovo k-zafarbitelné planarne

grafy [6].
TO DO: dokézat pre bipartitné grafy

10 Hamiltonovské grafy

o graf je hamiltonovsky ak obsahuje kruznicu, ktoré prechadza vSetkymi jeho vrcholmi

« Sir William Rowan Hamilton [1856] popisal hru na grafe dodekahedronu, v kto-
rom jeden hra¢ urc¢i 5-vrcholovi cestu a tulohou druhého je rozsirit tuto cestu na
hamiltonovskd kruznicu

10.1 Nutna podmienka

e ¢(H) oznacuje pocet komponentov grafu H

Veta 10.1. Nech G je hamiltonovsky graf. Potom ¢(G — S) < |S| pre vsetky O # S C
V(G).
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10.2 Postacujice podmienky

Veta 10.2 (Dirac, 1952). Nech G je graf s aspor tromi vrcholmi a 6(G) > n/2. Potom
G je hamiltonovsky.

Dékaz. Nech n = |V(G)|. Sporom predpokladajme, ze existuje graf G, §(G) > n/2 a
(G nie je hamiltonovsky. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze G je maxi-
méalny nehamiltonovsky (pridanie Tubovolnej hrany by viedlo k hamiltonovskému grafu)
— pridanie hrany neznizi minimélny stupen.

Predpokladajme, ze x a y st dva nesusedné vrcholy v G. Z maximality grafu G vyplyva,
7Ze existuje x-y-cesta P, ktora obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Nech P = vjvy ... v,, kde
vy = a v, =y. Oznac¢me X = {v;|zv;s; € E(G)} aY = {v;lyv; € E(G)}. Plati:

I XUY|+ | XNY|=|X|+|Y]|=d(z)+dy) >n/2+n/2=n

Kedze y ¢ XUY, plati | XUY| < n. Zhrnutim dostavame | XNY| > 1. Nech v, € XNY
pre nejaké k € {vy,..., v, 1}. Potom zP[zvi]ugyP ! [yvi1]z je hamiltonovskd kruZnica
v G — spor. n

Lema 10.3 (Ore, 1960). Nech G je graf a u,v si jeho dva nesusedné vrcholy, pricom plati
d(u)+d(v) > |V(G)|. Potom G je hamiltonovsky prdve vtedy, ked G+uv je hamiltonovsky.

Dékaz. Implikicia (=) je zrejma. V opacnej implikdcii si argumenty obdobné ako v
dokaze Diracovej vety. [

o hamiltonovsky uzdver grafu G, oznacovany C(G) je graf, ktory vznikne z G opako-
vanym pridavanim hran medzi dvojice nesusednych vrcholov, ktorych sucet stupnov
je aspon n, pokial taky par vrcholov existuje.

Priklad 10.4. 7O DO

Lema 10.5. Hamiltonovsky uzdver grafu je dobre definovany.

Veta 10.6 (Bondy, Chvétal, 1976). Graf je hamiltonovsky prdve vtedy, ked jeho hamilto-
novsky uzdver je hamiltonovsks.

Veta 10.7 (Chvétal, 1972). Nech G je graf so stupriami vrcholov dy < ... < d,, kde
n > 3. Ak pre vsetky i < n/2 plati d; < i = d,—; > n — i (Chvdtalova podmienka), tak G
je hamiltonouvsky.

Doékaz. Pridanie hrany neznizi ziadnu hodnotu v postupnosti stupnov vrcholov. Tiez, G
je hamiltonovsky prave vtedy, ked C'(G) je hamiltonovsky. M6zeme teda predpokladat,
ze G = C(G). Ukézeme, ze Chvatalova podmienka implikuje G = K,,. UkdZeme obmenu:
budeme predpokladat, ze G je uzavrety graf s n vrcholmi, ktory nie je kompletny a
ukazeme, Ze existuje i < n/2 pre ktoré neplati Chvatalova podmienka. To znamend, Ze
aspon ¢ vrcholov je stupna najviac ¢ a aspon n — ¢ vrcholov je stupna mensieho ako n — 1.

Kedze G nie je kompletny, existuje dvojica nesusednych vrcholov. Vyberieme dvojicu
nesusednych vrcholov u, v taki, Ze sicet ich stuptiov je maximdlny. Plati G = C(G) je
uzavrety a teda to, Ze nie je hrana medzi vrcholmi u a v implikuje d(u)+d(v) < n. Vrcholy

30



u a v oznacime tak, aby platilo d(u) < d(v). Pretoze d(u) + d(v) < n, mame d(u) < n/2.
Nech i = d(u).

Potrebujeme najst ¢ vrcholov stupna najviac ¢. Pretoze u,v si par nesusednych vr-
cholov s maximalnym sic¢tom stupnov, vSetky vrcholy z V(G) — v, ktoré nie st susedné
s v maju stupen najviac d(u) = i. Nesusednych vrcholov s vrcholom v je n — 1 — d(v).
Pouzitim d(u) + d(v) < n — 1 dostavame, Ze takych vrcholov je aspori i.

Dalej potrebujeme ukazat, ze v G je aspoii n — i vrcholov stupiia mensieho ako n — 1.
Kazdy vrchol z V(G) — u, ktory nie je susedny s u mé stupen najviac d(v) a plati d(v) <
n — d(u) = n —i. Nesusednych vrcholov s u je n — 1 — d(u). Kedze d(u) < d(v), vrchol u
ma tiez stupen najviac d(v). Mame teda n — i vrcholov stupna mensieho ako n — i.

Ukéazali sme, ze pre Specidlne vybraté ¢ plati d; < i a d,_; < n — 1, ¢o ukoncuje dokaz
obmenou. O

& Nahliadnite, ze Chvétalovu podmienku nespliiaji grafy, ktoré maji vrchol stuptia 1.
& Nahliadnite, ze Chvatalova podmienka implikuje stvislost.

& Je pravda, e vietky grafy, ktoré spliiaji Chvatalovu podmienku spliiaji aj Diracovu
podmienku?

o Cislo nezdvislosti grafu G, oznacované symbolom a(G) zodpovedd maximalnemu
poctu po dvoch nesusednych vrcholov grafu G.

Veta 10.8. Nech G je graf s asporn tromi vrcholmi a o(G) < k(G). Potom G je hamilto-
novsky.

Dékaz. Oznacme k := k(G). Tvrdenie trividlne plati pre & < 1. Nech k > 2, potom G
obsahuje kruznicu. Nech €' je najdlhsia kruznica v G, nech d je dlzka C'. Ozname vrcholy
na C cyklicky, t.j. V(C) = vgv; ..., v4-1. Ak C nie je hamiltonovskd kruznica, vyberme
si vrchol v mimo C a v-C-vejar F = {P)Ji € I} v G, kde I € {0,1,...,d — 1} a kazda
P; konéi vo v;. Nech F ma maximéalnu mohutnost. Plati vv; ¢ E(G) pre j ¢ I, a podla
dosledku Mengerovej vety mame

|| = min{k, [C]}.

Pre vsetky i € {0,1,...,d—1},ak ¢ € I, taki+1 ¢ I (indexy st brané modulo d), inak
by C' — v;v;41 U P;U Piyq bol dlhsia kruznica ako C. Cize |F| < |C] a preto |I| = |F| > k.
Naviac vi41v;41 € E(G) pre vSetky dvojice ¢, j € I, inak by C' — v;v,41 — v;0j41 U P, U P,
bola kruznica dlhsia ako C. Preto {v;11|i € I} U {v} je mnozina obsahujuca aspon k + 1
nezavislych vrcholov, ¢o je spor s a(G) < k. ]

& Podmienky vo Vetach 10.2, 10.7 a 10.8 st postacujice, nie si vsak nutné. Najdete
priklady grafov, ktoré tieto podmienky nesplnaju, a st hamiltonovské.

Veta 10.9. Nech G je graf so vsetkymi vrcholmi nepdarneho stupna. Potom kaZdd hrana
grafu G leZi v pdrnom pocte hamiltonovskych kruznic.
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Doékaz. Nech G je graf so vSetkymi vrcholmi neparneho stupna a nech e = uvy je hrana
grafu G. Ukazeme, ze e patri do parneho poc¢tu hamiltonovskych kruznic. Nech P je
mnozina hamiltonovskych ciest (teda ciest obsahujticich vSetky vrcholy grafu), ktoré zaci-
naju uevg. Zostrojme pomocny graf H, ktorého mnozina vrcholov koresponduje s prvkami
mnoziny P. Nech P € P a P = uevgegvy ... e,_1v,. Ak v,v; je hrana grafu G pre nejaké
k < n—1, mdzeme z cesty P vytvorit ini hamiltonovska cestu @) tak, ze z P odoberieme
hrany e = vxvg41 a pridame hranu €’ = v,v;. Potom

/
Q) = uevegvy ...V, € Vp€n_1VUp_1 - .. Vpi1-

Podobne, cesta P sa da vytvorit z cesty () obdobnou operaciou. V grafe H buda dva
vrcholy spojené hranou prave vtedy, ked pre zodpovedajice cesty v GG plati, ze jedna z
druhej sa d& vytvorif popisanou operaciou.

Zoberme si teraz Iubovolnt cestu P = wevgegvs .. .e,_1v, € P. Kazda hrana inci-
dentna vrcholom v,,, okrem hrany v,_iv, a potencidlne v,u dava vzniknut jednej hrane
incidentnej s P v H. Ak G neobsahuje hranu v,u, P je v H susedny s degg(v,) — 1 vr-
cholmi, a teda je parneho stupna. Ak na druhej strane GG obsahuje hranu v,u, to znamen4,
ze P sa d& rozsirit do hamiltonovskej kruznice, a stupeni P bude degg(v,) — 2, teda ne-
parny. KedZze pocet vrcholov neparneho stupna v grafe je parny, pocet ciest z P, ktoré sa
daju rozsirit na hamiltonovské kruznice je parny. To znamend, ze pocet hamiltonovskych
kruznic prechddzajicich hranou e (vo fixnutom smere) je parny. ]

11 Toky v grafoch

o grafy su orientované, maji dva vyznacné vrcholy — zdroj (oznacovany ako s) a dstie
(oznacovany ako t)

o pre kazdu orientovant hranu e je zadand hodnota C(e) € R* — kapacita hrany
e tok v sieti G je funkcia ¢ : F(G) — R, ktora spliia nasledujiice vlastnosti:

(1) 0 < p(e) < c(e) pre kazdu orientovani hranu e

(2) pre kazdy vnutorny vrchol v, t.j. vrchol rdzny od zdroja a ustia plati podmienka

kontinuity
Y. owle)= D ole)
ecE~(v) e€ET(v)
o wvelkost toku je definovand ako ||¢|| = Xeep-) ©(€) — Leep+@) ¢(€)
o plati: [[¢]| = YXeep+s) ©(€) — Xeer—(s) Ple)
 tloha o maximalnom toku: pre lubovolnt siet najst tok maximélnej velkosti

« PRIKLAD

« nech P je lubovolna cesta (nemusia byt vsetky jej hrany rovnako orientované). Nech
P* je mnozina sihlasne orientovanych hrdn a P~ je mnoZina nestihlasne orientova-
nych hran. Rezerva hrany e na ceste P je definovana nasledovne:
res(e) = c(e) — ¢(e), ak e € Pt

p(e), ak e € P~
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res(P) = min{res(e), e lezi na P}
rezervnd cesta (zvacsujuca) je cesta P s res(P) > 0

e © — povodny tok
¢ — zvacSeny (augmentovany) tok
O'(e) = p(e) + res(P) ak e € P
p(e) —res(P) ak e € P~
¥'(e) = ple) ak e ¢ P

Tvrdenie 11.1. Ak P je rezervnd s-t-cesta s res(P) = r, tak ¢’ je tok a plati ||¢'|| =
o] + .

e hranovy s-t-rez je mnozina hran, ktora oddeluje mnozinu vrcholov obsahujicu s a
neobsahujicu t od jej komplementu a je minimalna vzhladom na inkliziu

o kapacita s-t-rezu S je definovand ako ¢(S) = Y .cq+ ¢(e), kde ST je mnozina hran z S,
ktoré s orientované z komponentu obsahujiiceho s do komponentu obsahujiceho ¢

Tvrdenie 11.2. Nech S je s-t-rez v sieti. Potom wvelkost toku ||p|| = Y.cg+ (€) —
ZeGS’ 90(6)

Dokaz. Pri dokaze mozeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet vr-
cholov v komponente G — S, ktory obsahuje s. [

Tvrdenie 11.3. Nech ¢ je lubovolny s-t-tok a nech S je lubovolny s-t-rez v G. Potom
ol < e(S).

Doékaz. Vyplyva z predchadzajiceho tvrdenia. O]

Veta 11.4 (Veta o maximalnom toku (Ford, Fulkerson, 1957)). Nech G je graf s vyzna-
cenym zdrojom s a ustim t a s kapacitnymi ohraniceniami. Potom
a) mazimdlny s-t-tok vidy existuje a plati, Ze maximalna velkost s-t-toku sa rovnd mini-
malnej kapacite s-t-rezu.
b) Naviac ak kapacity si celociselné, existuje maximdlny s-t-tok s celociselnymi hodnotami.
Doékaz. a) Staci dokazat, ze existuje tok ¢* a taky rez S*, ze ||¢*|| = ¢(S*). Nech ¢
proces opakujeme, kym sa nedopracujeme k toku 1 pre ktory uz neexistuje zvicsujtca
cesta. Dokazeme, ze 1) je maximélny. Nahliadneme to tak, ze najdeme s-t-rez S, taky, ze
[1l] = <(S5).

Nech A = {s} U {v; existuje rezervna s-v cesta} a nech B := V(G) — A. Zjavne
B # 0, lebo t € B. Nech U je s-t-rez prislichajuci rozkladu V(G) = AU B. Ukdzeme, Ze
]| = c(U).

o kazdd hrana U™ je nasytena, t.j. ¥(e) = c(e)
e kazda hrana U~ je nulova

Plati c¢(U) = Y .cp+ cle) = Yecp+ ¥(€) — Xecr- Y(e) = ||1]|. Staci polozit ¢* = ¢ a
S*=U.

b) Postupnym zvic¢sovanim nulového toku ziskame v kazdom kroku celociselny tok,
lebo zvacsujeme o rezervu, ktora je celé ¢islo. O]
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11.1 Fordov-Fulkersonov algoritmus

kazdy vrchol v # s moéze dostat znacku (u™,r,) alebo (u~,r,), ktord hovori, Ze sme nasli
rezervnu cestu s rezervou r,, pricom poslednad hrana bola prejdena od vrcholu u sthlasne
(ak (u™,r,)) alebo nesuhlasne (ak (u~,r,)). Vrcholu s priradime znacku (), co).

Prieskum vrchola Nech u je oznackovany, ale nepreskiimany vrchol. Nech V' (V™)
je mnozina vsetkych susedov vrchola u do (z) ktorych vedie cesta z (do) wu. Vrchol w
preskimame ak

« kazdy neoznackovany vrchol v € VT (u) dostane znacku (u™, min{r,, c(uv) —p(uv)})
ak p(uv) < c(uwv)

 kazdy neoznackovany vrchol v € V~(u) dostane znacku (u~, min{r,, p(uv)}) ak
o(uv) >0

« inak vrchol v nedostane ziadnu znacku
o ak v € VT (u) NV~ (u), znackujem iba po prvom prichode
1) zac¢iname nulovym tokom

2) nech ¢ je doteraz skonstruovany tok. Uskutocnime znackovanie spésobom uvedenym
vyssie.

3) ak vrchol ¢ dostane znacku, identifikujeme zvacsujicu s-t-cestu a potom zvacsime tok
o hodnotu r;. Ideme na krok 2) Ak vrchol ¢ nedostane znacku, tak ¢ je maximalny
tok.

PRIKLAD

Veta 11.5 (Mengerova veta, hranovy variant, Kotzig). Nech G je graf a u # v si jeho
dva vrcholy. Potom Najmensia mohutnost A(u,v) hranového u-v-rezu (t.j. minimdlny pocet
hrdn oddelujicich u a v) sa rovnd mazimdlnemu poctu hranovo dizjunktnych u-v-ciest.

Dokaz. Graf prerobime na sief 8: vrchol u bude zdroj s, vrchol v bude ustie ¢, kazda
hranu nahradime dvojicou opacne orientovanych sipov s kapacitami 1. Podla vety o maxi-
malnom toku existuje taky maximalny tok, ktory nadobtda celociselné hodnoty. Najdeme
maximalny tok ¢ z u do v s celoc¢iselnymi hodnotami na hranéch, teda hodnoty na hranach
st 0 a 1. Zoberme si minimalny u-v-rez.

Kapacita minimélneho rezu = sicet hodndt na reze na pozitivnych hrandch = A(u, v).

Podla FF vety sa ||¢|| = A(u,v).

Nech H je podgraf siete 8 tvoreny vsetkymi Sipmi e, pre ktoré plati ¢(e) = 1. Nech
w je Tubovolny vrchol rozny od u a v. Z podmienok kontinuity vyplyva, ze pocet Sipov
vstupujicich do w sa rovna poctu sipov vystupujicich z w. Z toho vyplyva, zZe existuje
orientovany tah z u do v a z neho vyberieme orientovant u-v-cestu. H — E(P) v tomto
grafe je celociselny tok velkosti A(u,v) — 1. Postup opakujeme a ndjdeme A(u,v) hranovo
dizjunktnych wu-v-ciest. O]

Désledok 11.6. Ezistuje polynomidlny algoritmus na zistenie hranovej suvislosti.

34



12 Cirkulacie

o dany je graf G (ani zdroj ani tstie nie su Specifikované)

e tok na grafe G je usporiadand dvojica (D, f), kde D je orientdcia hran grafu a f
je priradenie hodnét hranam, v ktorom je podmienka kontinuity splnena pre kazdy
vrchol sa nazyva aj cirkuldcia

 hrany nadobudaji ohodnotenie v niektorej abelovskej grupe (napr. Z, alebo Z,,)
« vicsinou sa pozaduje ¢(e) # 0 pre vSetky hrany e, taky tok sa vola nikde-nulovy tok
o nikde-nulovy k-tok je tok s hodnotami v mnozine {£1,+2,...,+(k —1)}

o Zjavne, ak ma graf nikde nulovy k-tok (alebo nikde-nulovy tok v abelovskej grupe
A) pre jednu orientédciu, tak ma taky tok pre lubovolnu orientaciu.

o kazdy bezmostovy graf ma nikde nulovy tok v Z. Naozaj, nech G je bezmostovy
graf. Potom sa mnozina jeho hran da pokryt koneé¢nym poc¢tom kruznic, povedzme
4,0y, ..., Cy. Poslime po kazdej kruznici C; tokovii hodnotu 2°. St¢tom dostédvame
nikde-nulovy tok na G.

» tok na grafe sa nazyva pozitivny ak vsetky jeho hodnoty si kladné

e Nech (D, f) je tok na grafe G a nech v je vrchol grafu G. Hodnotu f(v) definujeme
ako Y.cot f(€) = Yeen- f(€), kde v (resp. v7) oznac¢uje mnozinu hran vychadza-
jucich z (resp. vchadzajucich do) vrchola v.

Tvrdenie 12.1. Nech G je graf a (D, f) je tok na G. Nech S je hranovy rez v grafe.
Potom ZeES‘*’ f(e) - ZeGS‘ f(e) =0.

Dékaz. Nechrez S rozdeli mnozinu vrcholovna Aa B. Potom 0 = Y, c 4 f(v) = Y eeg+ f(e)—
> ecs- f(e). Druhd rovnost nastava preto, ze pre hrany, ktoré maji oba konce v A pris-

peji do sumy >, .4 f(v) rovnakou hodnotou, raz s kladnym a raz so zdpornym znamien-
kom. O

Nech A je Iubovolné abelovska. Funkcia p4(G) bude hovorit, kolko réznych tokov graf
G ma v grupe A, pricom dva toky, ktoré sa lisia len obratenim orientacie na niektorych a
priradenim opacnej tokovej hodnoty tymto hranam, budeme povazovat za rovnaké. Inymi
slovami p4(G) oznacuje pocet tokov v grupe A na grafe G pri pevne zvolenej orientacii
hran grafu G.

Tvrdenie 12.2 (Tutte [29], 1954). Nech G je graf. Potom pocet nikde-nulovjch tokov na
G je pre vsetky abelovské grupy radu n rovnaky.

Dékaz. Symbolom G/e budeme oznacovat graf vytvoreny z grafu G kontrakciou hrany e,
t.j. odstranenim hrany e a stotoznenim jej koncovych vrcholov, pricom vzniknuté slucky
a nasobné hrany ponechévame.

Nech e = uwv € E(G). Nahliadneme, zZe plati:

p(G) = p(G/e) = p(G —e).
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Majme nikde-nulovy tok na G/e. Priradme hrandm grafu G rovnaké tokové hodnoty ako
maji v G/e, hrana e zostane zatial neohodnotend. V grafe G, vo vSetkych vrcholoch
roznych od u a v plati podmienka kontinuity. Doplime orientaciu a tokovi hodnotu
(potencidlne nulovil) na e aby aj vo vrchole u platila podmienka kontinuity. Kedze vo
vrchole grafu G/e, ktory vznikol kontrakciou hrany e plati podmienka kontinuity, tato
podmienka je splnend aj vo vrchole v grafu G, a teda vo vsetkych vrcholoch grafu G. Z
toho vyplyva, ze pocet nikde-nulovych tokov na G/e je taky isty ako pocet tokov na G,
ktoré si nenulové mimo e a na e moézu mat 0. Ale pocet tokov na G, ktoré maji na e
hodnotu 0 je rovny p(G — e). Uvedend rovnost je dokdzana.

Aplikujme opakovane dokazanu rovnost na graf, pokial nedostaneme graf s mostom
alebo jednovrcholovy graf so sluckami. Podla Tvrdenia 12.1, graf s mostom nemé nikde-
nulovy tok v ziadnej grupe. Jednovrcholovy graf s k slué¢kami ma n* nikde-nulovych tokov.
Vidime teda, ze pocet tokov grafu zavisi len od poc¢tu prvkov abelovskej grupy a nie od
jej struktury. O

Veta 12.3. Nech G je graf a n je prirodzené cislo. Potom nasledujice turdenia si ekvi-
valentné

(a) G md nikde-nulovy tok v grupe Z,

(b) ak A je lubovolnd abelovskd grupa radu n, tak G md nikde-nulovy tok v A

(¢) G ma nikde nulovy n-tok

Dékaz. Ekvivalencia tvrdeni (a) a (b) vyplyva z predchadzajiceho tvrdenia. Implikacia
(¢) = (a) je zrejma. Dokézeme (a) = (c) a tym bude veta dokdzand. Nech (D, f) je
nikde-nulovy tok v grupe Z,. Potom (D, f) (bez modula) je orientacia a ohodnotenie
hran také, ze pre kazdy vrchol plati f(v) =0 (mod n) a kazda hrana ma kladni hodnotu
funkcie f. Rozdelme vrcholy grafu G do 3 mnozin podla toho, ¢i f(v) > 0 (mnozinu tychto
vrcholov ozna¢ime V1), f(v) < 0 (mnozinu tychto vrcholov oznac¢ime V) alebo f(v) =0
(mnoZinu tychto vrcholov oznacime V). Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat,
7e Y yevy f(v) je minimalne mozné. Ak V+ = (), tak z Tvrdenia 12.1 vyplyva, zeaj V=~ = {)
a (D, f) je nikde nulovy n-tok na G. Predpokladajme teda, ze V* # () a nech =z € V.
Nech M je mnozina vrcholov do ktorych vedie orientovana cesta z x. Nahliadneme, ze
M NV~ # (). Sporom predpokladajme, ze M NV~ = (). Potom ale na stcet hodnot na
hranovom reze medzi M a V(G) — M je kladny a to je v spore s Tvrdenim 12.1. Cize
existuje orientovand z-y-cesta P pre niektory vrchol y € V~. Poslime po p hodnotu —n a
hodnotu Y,cy f(v) sme zmensili, spor s minimalitou. O

o ak ma G nikde nulovy tok v Z,, tak hovorime, ze ma nikde nulovy n-tok

Tvrdenie 12.4. Nech G je graf. Potom G md nikde nulovy 2-tok prdave vtedy, ked kaZdy
komponent G je eulerovsky.

Tvrdenie 12.5. Nech G je kubicky graf. Potom
(a) G mad nikde nulovy 3-tok prdve vtedy, ked je bipartitny
(b) G ma nikde nulovy 4-tok prave vtedy, ked je hranovo 3-zafarbitelny

Dékaz. (a) Nech f je nikde-nulovy tok 3-tok na G. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
predpokladat, ze f je pozitivny. Potom vrcholy st dvoch typov: (1) hrana s hodnotou 2
vchadza do vrcholu a dve hrany s hodnotou 1 vychadzaji z vrchola a (2) dve hrany s
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hodnotou 1 vchadzaji do vrchola a jedna hrana s hodnotou 2 vychadza z vrchola. Toto
rozdelenie vrcholov zodpoveda biparticii grafu. (b) Stac¢i ukéazat, ze kubicky graf mé 3-
zafarbenie prave vtedy, ked ma nikde nulovy tok v grupe Zs X Zs. A toto nahliadneme
tak, ze ako farby zoberieme nenulové prvky grupy Zs x Zs,. O

Veta 12.6 (Nash-Williams 1961; Tutte 1961). Kazdy hranovo 2k-sivisly graf md k hra-
novo dizjunktnych kostier.

Tvrdenie 12.7 (Jaeger, 1979). KazZdy hranovo 4-sivisly graf md nikde nulovy 4-tok.

Dékaz. Ak T je kostra grafu G, tak pre Iubovolni hranu e € G — E(T') obsahuje graf
T + e prave jednu kruznicu, ozna¢me ju C(e). Nech E(G) — E(T) = {e1,eq,...,ex}.
Potom S = C(e1)AC(e2)A ... AC(eg), kde A oznacuje symetricki diferenciu mnozin, je
graf s kazdym vrcholom parneho stupna, a preto ma nikde nulovy Zs-tok. Navyse, S
obsahuje vSetky hrany ey, es, ..., €.

Nech G je hranovo 4-suvisly graf. Podla Vety 12.6, G ma dve dizjunktné kostry, pove-
dzme T}, T5. Podla postupu opisaného vyssie, nadjdime Zs-tok ¢; na G, v ktorom hodnoty
na vsetkych hrandch mimo 7} st nenulové (t.j. maja tokovi hodnotu 1). Obdobne, naj-
dime Zs-tok ¢9 na G, v ktorom hodnoty na vsetkych hranach mimo 75 st nenulové. Kedze
kostry 77 a Ty su dizjunktné, (¢1,¢2) je nikde nulovy (Zy x Zs)-tok na G. Podla Vety
12.3, G ma nikde nulovy 4-tok. O]

Hypotéza 12.8 (Tutte, 1949). KaZdy hranovo 4-sivisly graf ma nikde nulovy 3-tok.
Veta 12.9 (Thomassen, 2012, [777]). Kazdy hranovo 8-suvisly graf ma nikde nulovy 3-tok.

Veta 12.10 (Lovasz, Thomassen, Wu, Zhang [21], 2013). Kazdy hranovo 6-sivisly graf
ma nikde nulovy 3-tok.

Veta 12.11 (Jaeger, 1979). Kazdy graf bez mostov ma nikde nulovy 8-tok.

Dokaz. Najprv predpokladajme, ze G je hranovo 3-suvisly graf. Zoberme graf 2G| t.j. graf,
ktory vznikne z G zdvojenim vsetkych jeho hran. Graf 2G je hranovo 6-suvisly. Podla
Vety 12.6, G ma tri (po dvoch) dizjunktné kostry, T, T, T5. Podla postupu opisaného v
dokaze Tvrdenia 12.7, skonstruujeme pre kazdu z kostier T; tok ¢; na G v grupe Zy, ktory
je nenulovy na hranach mimo kostry. Kedze kazda grafu G hrana moze patrif do najviac
dvoch kostier, aspon pre jednu kostru je mimokostrova a bude prislusnom na Zs-toku bude
nadobtdat hodnotu 1. (¢, ¢2, ¢3) je nikde nulovy (Zg X Zg X Zs)-tok na G. Podla Vety
12.3, G m4 nikde nulovy 8-tok. Tym je tvrdenie pre hranovo 3-suvislé grafy dokazané.
Nech teraz G je najmensi protipriklad. Zjavne G obsahuje hranovy 2-rez, povedzme
S. Graf G — S ma dva komponenty G; a Gy. Polozme G} = G; +¢;, kde e; je hrana medzi
dvomi vrcholmi G;, ktoré boli incidentné s hranou rezu S. Kedze grafy GG; st mensie ako G
a st bezmostové, maji nikde nulovy (Zy X Zg X Zs)-tok. Je zrejmé, ze toky modzeme vybrat
tak, aby sa ich hodnoty zhodovali na hrandch e; a ey. Z tychto tokov zostrojime nikde
nulovy tok na G, ¢o je v spore s tym, ze GG bol minimalny protipriklad. O

Veta 12.12 (Seymour, 1981). Kazdy graf bez mostov md nikde nulovy 6-tok.

Hypotéza 12.13 (Tutte, 1954). (5-tokovd hypotéza) Kazdy bezmostovy graf md nikde
nulovy 5-tok.

Tvrdenie 12.14. 5-tokovd hypotéza je ekvivalentnd svojej redukcii na kubické grafy.
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Dokaz. Nech 5-tokova hypotéza plati pre vsetky bezmostové kubické grafy, dokazeme, ze
plati pre vSetky grafy. Nech G je bezmostovy graf. Vyrobime z neho bezmostovy kubicky
graf nasledujticim sposobom. Vrcholy stupna 2 vyhladime (t.j. odoberieme ich a medzi
dvojicu vrcholov, s ktorymi bol vrchol stupna 2 susedny pridame hranu). Vrcholy stupiia
k > 3 nahradime kruznicou na k vrcholoch na ktorti napojime susedov povodného vrchola
v Tubovolnom poradi tak, aby vzniklo k& vrcholov stupna 3. (Vrcholy stupna 1 v grafe G
nie st, kedze G je bezmostovy.) Tymto sme dostali bezmostovy kubicky graf H. Najdime
nikde nulovy 5-tok na H. V 5-toku je sticet hodnot pretekajicich cez lubovolny rez nulovy,
a preto ked hodnoty a orientacie zodpovedajici hran z H priradime G, dostaneme nikde
nulovy tok na G. m

13 Extremalne grafy

o graf G na n vrcholoch s G 2 H s najvacsim poc¢tom hran sa vold extremdlny pre n
a H, jeho pocet hran sa oznacuje ex(n, H)

« ak G je extremélny pre n a H, tak je aj hranovo maximalny s H ¢ G

« opacne to vSak neplati: G moze byt hranovo maximalny s H ¢ G, a mat menej hrén

ako ex(n, H)

Obr. 12: Grafy s n = 4 so bez podgrafu Ps. Vlavo hranovo maximélny, vpravo extremélny.

o jedinecny kompletny r — 1 partitny graf na n > r — 1 vrcholoch, ktorého particie sa
v pocte lisia o najviac jeden vrchol sa volaju Turdnové grafy, oznacenie T, _1(n) a
pocet jeho hréan oznacujeme t,_1(n). Pre n < r —1 formalne rozsirime tuto definiciu,
na rozdiel od standardnej definicie pripustime, ze particie moézu byt prazdne, c¢ize
T.—1(n)=K,pren<r-—1

Obr. 13: T5(8)

Veta 13.1. Pre vietky celé éislar > 1, n > 1, kazdy graf G 2 K, s n vrcholmi a ex(n, K,.)
hranami je T,_1(n).

38



Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n. Pre n < r—1 zjavne
plati G = K,, = T,_1(n). Predpokladajme teraz, ze n > r.

Kedze G je hranovo maximalny bez podgrafu K., ma podgraf K = K,_;. Z indukéného
predpokladu vyplyva, ze graf G — K md najviac t,_1(n—r+1) hran, a kazdy vrchol grafu
G — K ma najviac r — 2 susedov v K. Preto

IB(G)| < trr(n—r+ 1)+ (n—7r+1)(r—2)+ (7" ) 1) = t,_1(n),

pricom rovnost nahliadneme preskimanim Turdnovho grafu T,_;(n).

Obr. 14: T,_1(n)

Oznacéme vrcholy grafu K ako xy, xs, ..., x,_1. KedZe G je extremélny pre K, namiesto
nerovnosti mame rovnost. Teda kazdy vrchol grafu G — K mé prave r — 2 susedov v medzi
T1,To,...,Tr_1. Pre i =1,...,r — 1 oznacme

Vi={v e V(Q)|vz; € E(G)}

mnozinu vrcholov grafu G, ktorych vrcholy v K st prave vrcholy rozne od x;. Mnoziny V;
tvoria rozklad mnoziny V(G). Kedze K, ¢ G, kazdd mnozina V; je nezavisld, preto G je
(r —1)-partitny. Kedze T,_1(n) je jediny (r — 1)-partitny graf s n vrcholmi a maximalnym
poc¢tom hran (nahliadni!), veta je dokézana. O

14 Niektoré vlastnosti skoro vsetkych grafov

skimame tie vlastnosti grafov, ktoré st charakteristické pre “vicsinu'grafov s velkym
poc¢tom vrcholov

e G(n) mnozina vSetkych oznacenych grafov radu n, |G(n)| = 2(3)

o Nech A je vlastnost ktort kazdy graf moze mat alebo nemat
GA(n) mnozina vsetkych oznacenych grafov majucich vlastnost A

o Skoro vsetky grafy maji vlastnost A (= skoro kaZdy graf md vlastnost A), ak

. lgA)]
5 [G(n)
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o Skoro Ziaden graf nemd vlastnost A, ak

1 1640
1G]

=0

Veta 14.1. Skoro kazZdy graf je stuvisly.

Dékaz. Nech S(n) je mnozina vsetkych stuvislych grafov z G(n) a nech Gy(n) je mnozina
vietkych tych, ktoré maji aspon jeden komponent rddu t. Ak G € Gy(n) pre t < n, tak
je nesuvisly. Ale kazdy nesuvisly graf obsahuje aspon jeden komponent radu nanajvys

|n/2]. Preto pocet nesuvislych grafov je G(n) — S(n). Plati

/2]
G(n) —S(n) < g Gi(n)

n/2] [n/2]
G(n)] = [S(n)| < [G(n) = S(n)| <| U Gi(n)| < Z |Ge(n)]
[n/2]
[S(n)| = 1G(n)| - Zl |Gi(n)]

Odhadnime |G;(n)|. Kvoli tomu rozlozme Iubovolnym spdsobom V' = V; U Vs, kde
[Vi| =t a |Va| = n—t (takych rozkladov je (%)). Uvazujme mnozinu vSetkych grafov radu
n, ktord vznikne tak, ze utvorime Iubovolny graf na V; a Iubovolny graf na V5, oznac¢me
ttito mnozinu G} _,(n). Plati

G| = 2G)F(7) = 9(3)-tt-0),

Kedze Gi(n) € Uv;cv,vi|=t| Gt.n—t(n), dostdvame

Gi(m)]| < (7;>2<;>_t<n_t,

Odtial

S G- 2P 160 _ 52 <n)2_t<n_t>,

S(n) B
= G(n)| &\t

G(n

Oznacme f(t) = (’;)2
Ak skiimame f(t + 1)

t(n—t).

/f(t), zistime, Ze funkcia klesd, preto

[n/2] 2
>0 < H) = 5 0
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15 Ramseyovské cisla

Ramseyouvské cislo R(p,q) oznacuje najmensie n také, ze pri lubovolnom zafarbeni hran
kompletného grafu K, cervenou alebo modrou farbou, graf obsahuje K, s kazdou hranou
cervenej farby alebo K|, s kazdou hranou modrej farby.

o paralela s Dirichletovym principom

Tvrdenie 15.1. R(3,3) = 6.

Dékaz. Najprv dokazeme, ze R(3,3) < 6. Zoberme si G = Kj a nech kazdd hrana grafu
G je zafarbend cCervenou alebo modrou farbou. Nech v je Tubovolny vrchol grafu G. S
vrcholom v je incidentnych pat hran a z dirichletovho principu vyplyva, ze aspon 3 z
nich maja rovnaku farbu, nech st to hrany va, vb a ve. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
predpokladat, Ze tieto tri hrany su ¢ervenej farby. Ak niektora z hran ab, ac a be je ¢ervena,
tak spolu s hranami veducimi z jej koncovych vrcholov do v tvori cerveny Kj3. Inak vsetky
tri hrany ab, ac a bc st modré a indukuji modry K.

Kedze K5 sa da hranovo rozlozit na dve kruznice diiky 5, plati R(3,3) > 5 a tvrdenie
je dokéazané. O]

Tvrdenie 15.2. R(p,q) < R(p — 1,q) + R(p,q — 1). Ak navyse oba scitance na pravej
strane su pdarne, tak nerovnost je ostra.

Dékaz. Nech G je kompletny graf na R(p — 1,q) + R(p,q — 1) vrcholoch, ktorého kazda
hrana je zafarbena cervenou alebo modrou farbou. Stupen kazdého vrchola grafu G je
R(p—1,q9)+ R(p,q—1)—1. Preto v lubovolnom vrchole je bud asponn R(p—1, q) ¢ervenych
hrén alebo R(p,q— 1) modrych hran. V oboch pripadoch dostévame, ze G' obsahuje alebo
modry K, alebo Cerveny K,. Tym je prva cast tvrdenia dokazana.

Pre dokaz druhej ¢asti predpokladajme sporom, 7Ze obe ¢isla R(p—1,¢) a R(p,q—1) su
péarne a existuje hranové 2-zafarbenie kompletného grafu H na R(p—1,q)+ R(p,q—1)—1
vrcholoch také, Ze kazdy vrchol je incidentny s najviac R(p—1,q) — 1 éervenymi a najviac
R(p,q — 1) — 1 modrymi hranami. Kedze stupne v H si R(p — 1,q) + R(p,q — 1) — 2,
kazdy vrchol musi mat presne R(p—1,¢) — 1 Cervenymi a presne R(p,q—1) — 1 modrymi
hranami. Ale potom cerveny graf indukuje regularny graf neparneho stupna na neparnom
pocte vrcholov a taky graf neexistuje, spor. O]

Tvrdenie 15.3. Nech T je strom s k hranami a G je graf s 6(G) > k. Potom T je
podgrafom grafu G.

Dokaz. TO DO O

Veta 15.4 (Chvatal [14], 1977). Nech T je strom na t vrcholoch. Potom R(T,K,) =
(t—1)(n—1)+1.

Dokaz. Ked v grafe K(,,_1)(m-1) zafarbime Cervenou farbou hrany v n — 1 dizjunktnych
képiach grafu K;_; a modrou zvysné hrany dostaneme zafarbenie grafu, ktory neobsahuje
ako podgraf ani strom 7" so vSetkymi hranami ¢ervenej farby ani K, so vsetkymi hranami
modrej farby. Preto R(T, K,,)) > (t —1)(n — 1) + L.

Opac¢ni nerovnost dokdzeme indukciou na n. Pre n = 1 tvrdenie trividlne plati.
Predpokladajme, ze plati R(T, K,—1) = (t — 1)(n — 2) + 1 a dokdzeme, ze R(T, K,,) =
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p~q|l 3| 4 ) 6 7 8 9 10
1 1]1(1]1 1 1 1 1 1 1
2 213 4 ) 6 7 8 9 10
3 619 14 18 23 28 36 40 — 42
4 18 25 36 — 40 49 — 58 59 - 79 73 — 106 92 - 136
5 43 - 48 | 58 -85 | 80 133 | 101 — 194 | 133 — 282 149 — 381
6 102 — 161 | 115 — 273 | 134 — 427 | 183 — 656 204 — 949
7 205 — 497 | 219 - 840 | 252 - 1379 | 292 - 2134
8 282 — 1532 | 329 — 2683 | 343 — 4432
9 565 — 6588 | 581 — 12677
10 798 — 23556

Tabulka 1: Hodnoty a zndme intervaly pre R(p, q)

(t—1)(n—1)+1. Ak graf obsahuje vrchol z incidentny s viac ako (¢t — 1)(n —2) modrymi
hranami, tak podla indukéného predpokladu graf obsahuje 7' so vSetkymi ¢ervenymi hra-
nami alebo modry K,,_1, ktory spolu s z spolu modry K,,. Inak kazdy vrchol je incidentny
s aspoil t — 1 ¢ervenymi hranami. Cize podla Tvrdenia 15.3 graf obsahuje ¢erveny 7. [

16 Rozklady grafov

Veta 16.1 (Kotzig [15], 1957). Kazdy suvisly graf s pdrnym poctom hrdn sa dd rozloZit
na cesty dizky 2.

Doékaz. Nech G je graf s pArnym poc¢tom hran. Priradme kazdej hrane lubovolni orien-
taciu a ziskajme tak orientaciu celého G. Teraz tuto orientdciu zmodifikujeme tak, aby
z kazdého vrchola vychadzal parny pocet hran. Kedze G ma parny pocet hran, je parny
pocet vrcholov, ¢o nespliiaji tito podmienku. Ak z kazdého vrchola vychddza parny po-
¢et hran, mame Zelana orientaciu. Inak nech x a y si Iubovolné dva vrcholy, z ktorych
vychddza neparny pocet hran. Nech P je lubovolnd z-y-cesta (taka existuje, lebo G je
suvisly). Zmenme orientaciu vSetkych hran na P. Parita poctu vychadzajtcich hréan sa
na vnttornych vrcholoch cesty nezmeni a na koncovych zmeni. CiZe nova orientécia bude
mat o dva vrcholy s neparnym poc¢tom vychadzajicich hran menej. Opakovanim tohto
postupu dostaneme zeland orientaciu.

Vo finalnej orientécii z kazdého vrchola vychadza parny pocet hrén. ¢ize graf sa da roz-
lozit na parne hviezdy (K o1). Kazd4 z hviezd sa da rozlozit na cesty dizky 2. Zjednotenim
mnozin tychto ciest dostavame hladany rozklad. O

Veta 16.2 (Lovasz [19], 1966). Nech G = (V, E) je graf a nech ky, ko, ..., ko si nezdporné
celé cisla také, Ze

by ko4t ko =k—a+1.
Potom existuje rozklad V- = Vi U Vo U ...V, taky, Ze A(G[Vi]) < k; pre vsetky i €

{1,2,...,a}.

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na a. Pre a =1 je tvrde-
nie zrejmeé.
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Nech a = 2. Predpokladame, ze plati ky + ko = k — 1, a teda &k > 1. Ak k = 1,
potom k; = ky = 0 a G sa sklada z izolovanych hran a vrcholov, a teda tvrdenie plati.
Predpokladajme teraz, ze k > 2. Rozlozme V na dve podmnoziny V; a V; tak, aby vyraz

k1 (2| Eo| — [Va]) + k2 (2| Er| = [VA]) (*)

kde E; = E(G[V;]) prei € {1,2}, nadobtidal minimalnu hodnotu. Dokézeme, ze A(G[V;]) <
k; pre i € {1,2}.

Nech z € Vi a nech x je susedny s a (resp. b) vrcholmi z V; (resp. V3). Kedze z
je stupna najviac k, plati a + b < k. Ak presunieme x do V5, t.j. pri rozklade V' =
(Vi = {z}) U (Vo U {z}) sa hodnota vyrazu (*) zmeni o ki(2b — 1) + ko(—2a + 1). Z
minimality vyrazu (*) pre rozklad V; UV, mame

Pouzitim vztahov a +b < k a k; + ko = k — 1 a vydelenim nerovnice 2(k — 1) dostédvame

1
a§k1+§7

a preto a < k. Kedze z bol lubovolny vrchol z Vi, plati A(G[V4]) < k. Obdobnym
sposobom mdézeme ohranicit A(G[V3)).

Predpokladajme teraz, ze o > 2, ky + ko + -+ ko = k —a+ 1 a veta plati pre o — 1.
Polozme k} = ky a kl, = ko+ks+- -+ ko+a—2. Potom &, + k), = k—a+1+a—2=Fk—1.
Kedze veta pre a = 2 plati, V' sa dd rozlozit na V; a Vs také, ze A(G[V;]) < ki prei € {1,2}.
Kedze ky + k3 + -+ + ko = k) — (o — 1) + 1, podla indukéného predpokladu V, sa dé
rozlozit na Vo U Vag U ... U Vi, také, ze A(G[Vy]) < k; pre i € {2,3,...,a}. Mnoziny
Vi, Vag, Vas, ..., Vo, tvoria hladany rozklad. O

& Veta 16.1 ukazuje, Ze ak je nutnd podmienka delitelnosti splnend, tak graf sa da rozlozit
na strom s dvomi hranami. Toto vSak nie je pravda vo vSeobecnosti. Najdite priklad
suvislého grafu G s m hranami a stromu 7" s ¢ hranami, pricom ¢|m a G sa nedd hranovo
rozlozit na kopie stromu 7.

o Na druhej strane Héggkvist vyslovil hypotézu, ze ak G je 2m-regularny graf a T je
[ubovolny strom na m hranéch, tak G sa da hranovo rozlozit na |V (G)| képii stromu
T. Aj specialny pripad tejto hypotézy ked G je kopletny graf je stale otvoreny.

Hypotéza 16.3 (Ringel [26], 1964). Nech T' je strom na m hrandch. Potom Kapy1 sa
dda hranovo rozlozZit na 2m + 1 kopii stromu T

« Nastrojom na dokazanie predchadzajucej hypotézy moze byt graceful labeling. Gra-
ceful labeling grafu G's m hranami je funkcia f : V(G) — {0,1,...,m} taka, ze
rozne vrcholy dostand rozne hodnoty a {|f(u) — f(v)| : wv € E(G)} = {1,...,m}.

Hypotéza 16.4 (Kotzig, Ringel [26], 1964). Kazdy strom md graceful labeling.

Veta 16.5 (Rosa [25], 1967). Ak strom T s m hranami ma graceful labeling, tak Kop i1
sa dd rozloZit na 2m + 1 kopit stromu T'.
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Obr. 15: Graceful labeling stromu

Dokaz. Predpokladajme, ze T je strom s m hranami a ze ma graceful labeling. Oznac¢me
vrcholy grafu Ky, ¢islami 0,1,...,2m. Jednu képiu stromu T v grafe Ky, uréime
tak, Ze ¢isla labelov na vrcholoch budd zodpovedat ¢islam vrcholov Ko, 1. Dalsie képie
stromu T' zostrojime tak, ze pre fixné j € {1,2,...,2m}, namiesto labelu x pouzijeme
x + 7 (mod 2m + 1). Kedze v kazdej képii je préave jedna hrana pre kazdy pripustny
rozdiel, vytvorené kopie budu tvorit rozklad grafu Ks,,11. O

& Najdite graceful labeling pre hviezdy a cesty.
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