Doékazy

— Uloha 1. Dokazte, ze plati

V60 > V13 + V17.

— TUloha 2. Porovnajte nasledovny pokus o dokaz tvrdenia z predoslej ilohy s pokusom o dékaz iného tvrdenia.

Dokazeme, ze plati Dokazeme, ze plati
V60 > V13 4+ V17, V2> /3.
Zo skoly vieme, Ze nerovnosti moézeme nejako Opét na to péjdeme rovnako ako v predloslom pri-
upravovat, tak podme na to: klade. Teda budeme upravovat dokazovani nerov-
nost:
V60 > V13 + V17 |2
2 2 V2 >3, -3
(V60)™ > (V13 +v17) 2'
V2-v3>0, |
60 > 13 +2v13v 17+ 17 (\/i—\/§)2>0,
60 > 30 + 2v221 | —30 9 2.v2.v343>0, | +2- V6
30 > 2v/221 2\/2 5526, 2
15 > v221 | 25 > 24,
255 > 221

a to je pravda. Preto plati v/2 > /3.
Takto sme sa dostali k nieComu, ¢o plati, takze aj

povodna nerovnost je pravdiva.

— Uloha 3. Dokézte, ze pre kazdé nezdporné relne &slo z plati

Vaxr +8 > x ++vx + 4.
— Uloha 4. Dokézte: 3z € R: 3z + 2 > 22 + b.

— Uloha 5. Dokézte: (3z € R: 3z +2 > 2z +5) A (Va,y € R: 22 + 32 > 2zy).

— TUloha 6. Dokézte: Va € RT: 3b e R: b—?—l —2=aq.

— Uloha 7. Dokazte: Vo € R*: 2 > 5 = 931;13 +7<9.
— Uloha 8. Dokézte: Vo € R: Va2 + 4z + 1 *x+2.
— Uloha 9. Dokézte, ze pre vsetky x, y, z plati:
o < Ty + 2% \% 3y+ 2z <2z \% 4y + z < 3z.
— Uloha 10. Dokézte: 7| 5234 —2 = 7| 51235 4 4,

— Uloha 11. Dokézte nasledovné tvrdenia:

b
a) Va,beRS’:a; > \/ab,

b) Va,b € Z: [(5]aAb|b)=5](a+Db),



c) Vn e N: (7T147n = 71 n),
d) Ve e Rt: (32 +5 < 2% =4z +9 < 2°H1),
: 3 2
e) Vo, y € RT: <7m+§<4y+5:>x<y>.
Uloha 12. Rozhodnite o pravdivosti nasledovnych vyrokov. vase tvrdenia dokézte.

Sucet Tubovolnych troch za sebou idicich prirodzenych ¢isel je delitelny tromi.
Stcet Tubovolnych styroch za sebou iducich prirodzenych cisel je delitelny Styrmi.
Sucin Iubovolnych troch za sebou iducich prirodzenych ¢isel je delitelny tromi.
Sucin Iubovolnych pét za sebou idicich prirodzenych cisel je delitelny piatimi.
Sucin Tubovolnych pét za sebou idicich prirodzenych cisel je delitelny ¢islom 120.
Sucet tretich mocnin troch za sebou iducich ¢isel je delitelny deviatimi.

Stcet dvoch raciondlnych ¢isel je raciondlny.

Stcet dvoch iraciondlnych ¢isel je iracionélny.

Sucin dvoch racionédlnych c¢isel je racionélny.

Sucin dvoch iraciondlnych c¢isel je iracionélny.

Ak sicin dvoch redlnych ¢isel je iracionélne ¢islo, tak aspon jedno z nich musi byt iracionélne.
Ak sucet piatich redlnych cisel je nula, tak aspon jedno z nich je nezdporné.
Va,beZ:[(a|bNa]|c)=a| (b+c)]

Va,beZ: [a| (b+c (a|bAa]c)

) =
Va,beZ:[a|(b+c)= (a|bVal|c)
Va,be Z: [a|bc= (a|bAa]c)
Va,be Z: [a|bc= (a|bValc)
Va,b € Z: [(NSD(a,b) = NSD(b,¢) =1 = NSD(a,c) = 1]

Va,b € Z: [(NSD(a,b) = NSD(b, ¢) = 2 = NSD(a, ¢) = 2|

Ak /a + vb € Q pre nejaké racionalne &sla a, b, tak aj v/a € Q, aj vb € Q.

7 Tubovolnych piatich za sebou iducich ¢isel mozno vybraf styri ¢isla, ktorych sicet bude delitelny
Styrmi.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
k) Stcet raciondlneho a iracionlneho &fsla je iracionélny.
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

w) Jc € R: Vn € N: 47n® +42n3 + 17n? — 9 < cn®
X) JeeR:VneN:n2+47<cen
y) IKeR:Vz €R: 2> K = 27 — 5025 — 472° — 422% — 1722 + 182 -9 >0

Uloha 13. Pytagorejskd trojica je taka trojica kladnych celych &sel a, b, ¢, pre ktoré plati a2 + b2 = 2.
Rozhodnite, ¢i v kazdej pytagorejskej trojici:

a) sa nachddza aspon jedno parne ¢islo;



b) sa nachadza aspon jedno ¢islo delitelné tromi;

)
c¢) sa nachddza aspon jedno ¢islo delitelné Styrmi;
d) sa nachédza asporl jedno ¢islo delitelné Siestimi;
e) sa nachddza aspon jedno ¢islo delitelné siedmimi.
Uloha 14. Rozhodnite, ¢ nasledovné tvrdenia st tautologie
— a) [(a=b)A(cVd)A((maNc)=e)]=[b=(eVd),
— b) [(ma=0b)V (cAd)V (e N—cA—a)]=[(=bA-c)=al,

— c) [(ra=b)V(cAd)V(eAN—cAha)]=[(—bA-c)=al,

)

)

)

d) (anb)= (cV(d=(eV(and))))

e) [(a=b)A(=bVe)=[(c=d) ANa)=d]
f) (aA=b)VI[((meVd)A(aV—e)A(fVg)) = (dV —e)
g) (@aA—bAC)V (mb= (dA—=e))V (mcAdAe)V (d= (~aAc))
h) (a= —¢c)V(=b= (-d=¢))V((fAc)= (aN-d)).

Uloha 15. Dokézte, ze plati:

a) VI—V1I0 < V9+V10 -1
b) VA+ V7T <3+ /12
) V60 + VAT — V46 > V13 + V17

Uloha 16. Dokéazte nasledovné tvrdenia:

a) log, 3 je iraciondlne ¢islo.

b) Vn € Z: (3fn = n?mod 3 =1)

)
)
c) Ya, be N: [(22 | aA33|b) = 11| (a+ b)]
d) Vn e Nt: (2" < nl = 2" < (n 4+ 1))

e) Vn e N: (5|n?+1=104n)

f) Va, b € N: [(amod7 =4 Abmod7 =5) = abmod 7 = 6]

a+b < 2(a® + ab + b?)

beRt:
g) Va, be 5 = 3+t

h) Vo, y e RT: (5a? + Tz +2 < 4y? + 3y =z < y).
Uloha 17. Dokézte, ze pre kazdé prvoéislo p je /P iracionélne cislo.
Uloha 18. Dokézte, ze ak existuje nekonecne vela prvocisel p, pre ktoré je aj p + 2 prvocislo, tak potom
existuje nekonecne vela prvocisel p, pre ktoré je p + 2 prvocislo a navyse p + 1 je delitelné 6-timi.
Uloha 19. Dokézte, ze prvodisel je nekoneéne vela.
Uloha 20. Nech a, b st kladné celé ¢isla opacnej parity. Dokdzte, Ze ak nemozno kratit zlomok E, tak

a—2>b

nemozno kratit ani zlomok .
a+b



Uloha 21. Mame realne cisla a, b, ¢ také, ze cisla

1 1 1
b+c’ c+a’ a+b

tvoria aritmetickd postupnost. Dokézte, ze aj ¢isla a?, b2, ¢? tvoria aritmetickd postupnost.
Uloha 22. Dokéazte, ze ak x, y su celé ¢isla pre ktoré plati 31 | 6z + 11y, potom aj 31 | x + 7y.
Uloha 23. Nech a, b, ¢ st redlne &sla, pre ktoré plati a + b + ¢ = 0. Dokézte, ze

a b a ¢ b ¢
-+ -4+ -+-+-4+-=-3.
b a ¢ a ¢ b

Uloha 24. Dokézte, Ze neexistuje mnohoélen f(z) s celoéiselnymi koeficientmi, pre ktory by platilo f(7) =
11 a f(11) = 13.

Uloha 25. Dokézte, 7e ak e (eulerova konstanta) nie je riesenim polynomidlnej rovnice s celo¢iselnymi
koeficientmi, tak ani 2e nie je.

Uloha 26. Je ¢islo /2 + /3 raciondlne?

Uloha 27. Dokéite, 7e pre kazdé prirodzené &slo n je éslo 2 najviacsim spoloénym delitelom &sel 2n + 6,
4n + 10.

Uloha 28. (*) Dokézte, Ze ak existuje nekonetne vela palindromickych prvoéisel (&itaju sa rovnako spredu
aj odzadu), tak existuje aj nekonecéne vela palindromickych prvocisel, ktoré maji neparny pocet cifier.



