Matematicka indukcia

Uloha 1. V rade mame n ziaroviek. Na zaciatku prvej mintty st vietky zhasnuté. Po kazdej mintte bud
zapneme prave jednu vypnutu Ziarovku, alebo vypneme prave jednu zapnutt zZiarovku. Uvedomte si, Ze
vSetkych moznosti, ako moézu ziarovky svietit, je 2.

Dokazte, ze vieme tieto tahy volit tak, aby sme pocas 2" minut dostali kazda z tychto moznosti rozsvietenia
ziaroviek prave raz.

Ide o komplexnejsiu tlohu. V tejto tilohe sa objavuje prirodzené ¢islo n. To ndm dava isti vyhodu — mézeme
ju zacat riesit najprv pre malé hodnoty n. Najskor sa vsak zamyslime nad tym, ako si vieme tato situaciu
predstavit. Jednoduchy spo6sob je jednym symbolom vyjadrit zhasnutd ziarovku, napr. 0 a inym zasvietent,
napr. X (iné moznosti st napr. 0 a 1 alebo o a e). Jeden konkrétny stav si vieme teda vyjadrit napr.
ako X000XXOX.

Ked mame vybrany sposob reprezentacie stavu, tak si moézeme rozmysliet, kolko vsetkych stavov ziaroviek
mozeme mat. Pre kazdu z n ziaroviek méame 2 moznosti (svieti alebo nesvieti). Celkovo tak mame 2-2-----2 =
2" moznych stavov.

Podme sa teda pustit do dokazovania. Pre n = 1 mame dva stavy 0 a X. Mame ukazat, ze kazdy z tychto
stavov vieme dosiahnut dovolenymi operaciami. Ako toto dokazeme? KedZe dokazujeme, Ze nieco vieme
spravit, tak ndm na to stac¢i priklad. A ten je jednoduchy — po prvej minute zazneme ziarovku. Tento
priklad vieme vyjadrit aj nasledovne:

o

Tu vieme vidiet, ako mézu vyzerat dokazy pre konkrétne n — stac¢i ndm uviest konkrétnu postupnost stavov
ziaroviek. Pre n = 2 tak mo6zeme najst nasledovné postupnosti (dokonca st jediné):

00 00
0Xx X0
XX XX
X0 0X
Pre n = 3 zas takéto:
000 000
X00 X00
XX0 XX0
XXX 0Xx0
X0X 0XX
00X 00X
0XX X0X
0X0 XXX

Teraz sme uz neuviedli vSetky, ale ni¢ principidlne iné neexistuje. (D4 sa ukazat, ze vSetky ostatné sa daji
ziskat preusporiadanim stlpcov.)

Takto by sme vedeli pokracovat aj dalej. No tymto spésobom vieme tvrdenie dokazat len pre konkrétne
hodnoty n. Pre vysoké hodnoty n by takyto vypis bol aj velmi dlhy. No hlavny problém je, Ze my potrebujeme
toto tvrdenie dokazat vseobecne pre vSetky prirodzené n. Skisme teda najst nejaky systém, vSeobecné
pozorovania, ktorym vieme opisat, ako by takato postupnost stavov vyzerala vseobecne.

Pekny systém vieme néjst na postupnosti vpravo. Vieme ju totiz opisat nasledovne.



postupnost pre n = 2

obratené postupnost pre n = 2

A tato myslienku vieme aj pekne zovseobecnit: Vzdy ked ideme tvorit postupnost zazinania ziaroviek, tak
si najprv vezmeme vsetky zZiarovku okrem poslednej a aplikujeme na nich ich postupnosf. Potom zaznme
posledni ziarovku a postupnost dokonc¢ime opakovanim tych istych tahov na zvysnych ziarovkach len v opac-
nom poradi. Takto vieme najst postupnost pre kazdé kladné celé cislo n.

Ked si to zhrnieme, tak ¢o z tohto riesenia je podstatné? Ide o dve veci:

o Ukéazka postupnosti pre n = 1.

.....

Rozmyslite si, ze z tychto dvoch tvrdeni vyplyva to, ¢o sme mali dokazat. Poriadne spisané riesenie uvedieme
neskor. Teraz si povieme nieco o principe riesenia tejto ilohy, ktory sme tu objavili. Klti¢ovou myslienkou
bolo uvedomenie, ze postupnost prepinania ziaroviek vieme vyrobit z postupu pre o 1 mensi pocet ziaroviek.
Cize tuto tlohu sme riesili pre prirodzené &sla postupne od najmensich a vyuzivali sme pri tom rieSenia
pre mensie pripady. Takyto postupny pristup vie byt ¢asto lahsi ako sa snazif vyriesit ulohu pre vsetky
prirodzené ¢isla ,naraz“.

Tento pristup v matematike zachytava princip matematickej indukcie.

Dokaz matematickou indukciou (zakladna forma)

Matematickou indukciou vieme dokazat, ze nejaké tvrdenie (vyrokova forma) plati pre vsetky prirodzené
c¢isla. Dokaz sa sklada z dvoch krokov:

1. (bdza) Dokézeme tvrdenie pre n = 0.

2. (indukcny krok) Dokazeme, ze ak tvrdenie plati pre prirodzené ¢islo k, tak potom plati aj pre ¢islo
k+1.

& J

Symbolicky vieme tento princip vyjadrit nasledovne.

Do6kaz matematickou indukciou (zakladna forma)

Matematickou indukciou dokazujme vyrok Vn € N: v(n), kde v(n) je nejaka vyrokova forma definovana
na prirodzenych cislach. Dokaz pozostava z toho, ze dokdzeme:

1. v(0),
2. Vk e N: (v(k) = v(k +1)).

. J

KTacovym je prave druhy krokﬂ. Prave v niom zachytavame nasu tuvahu, ako z ddkazu (resp. rieSenia) pre
mensi pripad dostaneme dokaz pre véicsi pripad. Pri standardnej forme indukcii takto pracujeme s tvrdenim
pre dve za sebou idtce prirodzené ¢isla. Tie vieme vyjadrit pomocou nejakej premennej ako k a k+1 ako sme
to aj spravili. Mézeme vSak pouzit aj in premennti, pokojne aj n (pokial sa ndm nebude mylit s premennou
n, ktord je zvyc¢ajne pouzitd v samotnom zadani tilohy). Dalsou moznostou je vyjadrit za sebou idiice ¢isla
ako k—1ak.

Dolezité je, ze indukény krok je vseobecné tvrdenie — to pri slovnom opise nie je tak jasne vidiet. Preto je
pouzitie premennej potrebné. Nestaci nam napr. overit, ze ak tvrdenie plati pre n = 4, tak aj pre n = 5.

! AvSak ani prvy nemédzeme podcetiovat.



V indukénom kroku dokazujeme implikdciu. T mo6zeme dokazat Ilubovolnym dokazom, najcastejsie vsak ide
o priamy dokaz. Vtedy predpokladdme, Ze uvazované tvrdenie plati pre n = k (teda, ze plati v(k)). Tento
predpoklad sa nazyva indukcny predpoklad a ¢asto ho oznacujeme IP.

Matematicka indukcia mé vela réznych foriem. Najbeznejsou modifikdciu je, ze nedokazujeme tvrdenie pre
vSetky prirodzené cisla, ale len od nejakej hodnoty ng.

Do6kaz matematickou indukciou (forma s posunutym zaciatkom)

Matematickou indukciou dokazujme vyrok Vn € N, n > ng: v(n), kde v(n) je nejakd vyrokova forma
definovana na prirodzenych ¢islach. Dokaz pozostdva z toho, ze dokazeme:

1. v(0),
2. VkeN, k>ng: (v(k) = v(k+1)).

. J

V takomto pripade v baze neoverujeme tvrdenie pre n = 0, ale pre najmensiu hodnotu, pre ktoré chceme
tvrdenie dokézat. Mierne sa nam tu vsak meni aj indukény krok. Tiez ho nemusime dokazovat pre vsetky
prirodzené Cisla, ale staci ndm ho dokazat len pre tie, ktoré si vicsie rovné ng.

Riesenie tlohy m o ziarovkach zapisané podla Struktiry dokazu matematickou indukciou by teda mohlo
vyzerat napriklad nasledovne.

RiesSenie

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.
Baza. Pre n =1 mame jednu vypnuti ziarovku, ktort zapneme, ¢im dosiahneme vsetky dva stavy.

Indukény krok. Nech k& € N*t. Predpokladajme, 7e k zhasnutjch Ziaroviek vieme prepinat 2% minit
bez opakovania stavov (IP). Teraz dokdzme, ze k + 1 zhasnutych ziaroviek vieme prepinat 2k+1 minut
bez opakovania stavov. To spravime nasledovne:

1. Prvych 2% mintt budeme prepinat prvych k Ziaroviek podla IP. Takto dostaneme vsetky stavy,
kde ziarovka k + 1 je zhasnuta.

2. Po (2F)-tej miniite prepneme Ziarovku k + 1.

3. Zvysnych 2F mindt budeme robit prepnutia z IP, ale v opa¢nom poradi. Takto dostaneme vsetky
stavy, kde ziarovka k + 1 svieti.

Opisali sme tak postup, v ktorom medzi kazdymi dvomi mindtami prepneme prave jednu ziarovku.
Taktiez sme zdovodnili, ze tymto postupom dostaneme vSetky stavy ziaroviek (najprv tie s vypnutou
ziarovkou k + 1, potom zo zapnutou). Tymto sme dokazali, ¢o sme chceli.

Matematicka indukcia méa v matematike celkovo dva vyznamy:

1. Ide o spOsob rozmyslania nad problémami, kedy vieme vyriesit problém nie hned, rovno, ale postupne
S vyuzitim riesenia pre mensie pripady.

2. Ide o exaktny sposob, ako vieme formulovat logické ivahy zalozené na opakovani myslienok.

Este si demonstrujeme fungovanie matematickej indukcie na inom type tlohy — na dékaze nerovnosti. Vopred
upozornime, ze ide o tvrdenie, ktoré je pomerne zjavné. Nestaci nam vsak len sa presvedcit, ze plati, ale
chceme exaktny dékaz. Zamerajte sa na taky, ktory nebude vyuzivat pokrocilé znalosti (napr. o funkcidch)
— z vlastnej skisenosti mnoho takych dékazov je nejasnych a netplnych.



Uloha 2. Dokézte, ze pre vSetky kladné prirodzené ¢isla n plati 2" > n.

Podme tvrdenie dokazovat postupne pre niekolko malych prirodzenych ¢isel.

n 2" n
. 2 > 1
2: 4 > 2
3 8 > 3
4: 16 > 4
5: 32 > 5

Ano, je nam jasné, ze lava strana bude vzdy véicsia. Prirodzenym spdsobom argumentacie vie byt, ze lava
strana ,rastie rychlejsie“ ako prava. Co to vSsak znamena? Podme to presne sformulovat. M6zeme sktmat,
o0 kolko sa jednotlivé strany zvysuju.

2>1

+2 +1
4>2

+4 +1
8>3

+8 +1
16 > 4

+16 +1
32>5

Ako dokazeme, ze sa lava strana vzdy zvysi o viac ako prava? Podme to sformulovat. Kedze chceme dokézat

.....

2k+1 > k4 1. Prava strana sa nam zvacsi o 1 a lava o 281 — 28 = 2% Schematicky znazornené jeden takyto
krok vyzera takto.

ok 2k >k )
+
2k+1 >k+1

Ked méme vyjadrené jednotlivé prirastky, tak chceme dokézat, ze pre kazdé k € Nt plati 2¥ > 1. No a to
je pravda, ako vyplyva zo samotnej definicie umocnovania — nasobenim k£ dvojok dostaneme c¢islo, ktoré je
aspon 2, teda je vicsie ako 1.

Ked si to zhrnieme, tak pre dokaz nerovnosti Vn € NT: 2" > n nam staci dokdzat:
1. Nerovnost plati pre n = 1, teda ze 2 > 1.

2. Pri zvysSeni n o 1 sa lava strana zvacsi viac ako prava strana.

Kedze pre n = 1 je lava strana véicsia, tak ked budeme zvécsovat n, tak Tava strana sa bude zvysovat o viac
ako prava, preto bude stale vicsia. Nerovnost tak bude platif pre vsetky kladné prirodzené ¢isla.

Opéft sme skoncili na dvoch tvrdeniach, ktoré zodpovedaji baze a indukénému kroku v dékaze matematickou
indukciou. Ukazeme si este, ako takyto dékaz poriadne zapisat.

Riesenie tlohy [

Matematickou indukciou.

Baza. Pren=1plati2" =2>1=n.




ﬁ

—

Indukény krok. Nech k € Nt. Predpokladajme, ze plati 2% > k (IP).
Dokézeme, Ze potom plati 25+1 > k + 1.

Vieme, 7e plati 2¥ > 1. Ked s¢itame t1ito nerovnost s IP, tak dostaneme
ok 4+ oF > k41, teda  2F1 > k41,

¢o sme chceli dokazat.

Uloha 3. Dokazte, Ze pre vSetky prirodzené &sla n plati:

a) 112434 tn="2tD e) 20421 22 423 .. 420 =27 1,
2 )
)y B+ 4+ +nd=(10+2+-+n)
b) 14+34+54+7+---+2n—1=n2
g) 1-2142.2243.33 .. . 4n-2" =24 (n—1)-2"F1,

n(n+1)(2n+1)

12 22 32 2 _ n+1_1
1 1 1 1 n kde ¢ je Iubovolné redlne ¢islo roézne od 1.
d e =
)1.2+2.3+3-4Jr +n(n+1) n+1’ i 1 N 1 N +1>1
i e — > =
pre n = 1, nt+l nt2 o~ 2

Uloha 4. Dokézte, ze pre vSetky prirodzené cisla n plati:

a) 7|8"—1, d) 5|nd—n,
b) 3 ‘ n® — n, e) 31 | gnt1 4 6271—17
c) 3| n3+5n, f) 133 | 117+ 4 12271

Uloha 5. Nech Fy = 0 a F} = 1. Pre k > 2 polozme Fj, = Fj_1 + Fj_o (tzv. Fibonacciho postupnost).
Dokazte, ze pre Tubovolné prirodzené ¢islo k plati

i+ s+ + Fp= Fpo— 1.
Uloha 6. Najdite vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré plati

a) 2" >n — 2, b) n? < 2m.

Uloha 7. Najdite vietky prirodzené &isla n, pre ktoré plati
a) n? <2 c) 2" > 20n, e) 2n < 3",
b) 3" + 4" > 57, d) 3" < nl f) (2n)! < 227 . (n!)2.

Uloha 8. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazdé pretina vsetky ostatné. Dokazte, ze oblasti
roviny, ktoré tieto kruznice vyclenuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti
nemali rovnaku farbu. Oblasti, ktoré maju spolo¢né len niektoré body, nepovazujeme za susedné.

Uloha 9. Na stole mdme v rade n minci zlava doprava, ktoré mozu byt Iubovolne otoéené (bud licom nadol,
alebo nahor). V jednom tahu moézeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdd z nich otocit. Dokazte,
ze mozeme nase tahy volif tak, aby sme po nejakom c¢ase mali vSetky mince otocené licom nahor.

Uloha 10. Méme 2n+1 gulo¢ok oéislovanych &slami od 1 po n s navzajom réznymi hmotnostami. V jednom
kroku vieme podat vestcovi tri gulicky a on ndm povie, ktord z nich je najlahsia. dokazte, ze pre kazdé celé
¢islo n > 1 vieme najst najlahsiu gulocku na najviac n + 1 vazeni.



Uloha 11. Nepriatel si mysl{ &slo od 1 po 2™. Vjednom kroku sa ho vieme spytat Tubovolni ANO / NIE
otazku a on nam pravdivo odpovie. Dokazte, ze vieme zistit nepriatelovo ¢islo na najviac n otazok.

Uloha 12. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré st zhora nadol oc¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (konecéne vela) trpaslikov. Kazdy den, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia, na ktorom
sa nachadzaja aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov
mal v ten den na svojom poschodi. Dokézte, ze po urc¢itom (koneénom) pocte dni bude na kazdom poschodi
najviac jeden trpaslik.



