Matematicka indukcia

Uloha 1. V rade mame n ziaroviek. Na zaciatku prvej mintty st vietky zhasnuté. Po kazdej mintte bud
zapneme prave jednu vypnutu Ziarovku, alebo vypneme prave jednu zapnutt zZiarovku. Uvedomte si, Ze
vSetkych moznosti, ako moézu ziarovky svietit, je 2.

Dokazte, ze vieme tieto tahy volit tak, aby sme pocas 2" minut dostali kazda z tychto moznosti rozsvietenia
ziaroviek prave raz.

Uloha 2. Dokézte, 7e pre vSetky kladné prirodzené ¢isla n plati 27 > n.
Uloha 3. Dokazte, Ze pre vSetky prirodzené &sla n plati:
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Uloha 4. Dokézte, ze pre vSetky prirodzené cisla n plati:

a) 7|8"—1, d) 5|nd—n,
b) 3| n®—n, e) 31|57+ 4 g2n—t
c) 3| n3+ b5n, f) 133 | 117+t 4 12201

Uloha 5. Nech Fy = 0 a F}y = 1. Pre k > 2 polozme Fy, = Fj,_1 + Fj_o (tzv. Fibonacciho postupnost).
Dokazte, ze pre Tubovolné prirodzené ¢islo k plati

Fi+Fy+- -+ Fp=Fpo— 1.
Uloha 6. Najdite vietky prirodzené &sla n, pre ktoré plati
a) 2" >n — 2, b) n? < 2m.
Uloha 7. Najdite vietky prirodzené &isla n, pre ktoré plati

a) n? <2 c) 2" > 20n, e) 2n < 3",

b) 3" + 4" > 57, d) 3" < nl f) (2n)! < 227 . (n!)2.

Uloha 8. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazdé pretina vsetky ostatné. Dokazte, ze oblasti
roviny, ktoré tieto kruznice vyclenuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti
nemali rovnakd farbu. Oblasti, ktoré maju spolo¢né len niektoré body, nepovazujeme za susedné.

Uloha 9. Na stole mdme v rade n minci zlava doprava, ktoré mozu byt Iubovolne otoéené (bud licom nadol,
alebo nahor). V jednom tahu moézeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdd z nich otocit. Dokazte,
ze mozeme nase tahy volif tak, aby sme po nejakom c¢ase mali vSetky mince otocené licom nahor.

Uloha 10. Méme 2n+1 gulo¢ok oéislovanych &slami od 1 po n s navzajom roznymi hmotnostami. V jednom
kroku vieme podat vestcovi tri gulicky a on ndm povie, ktord z nich je najlahsia. dokazte, ze pre kazdé celé
¢islo n > 1 vieme najst najlahsiu gulocku na najviac n + 1 vazeni.



Uloha 11. Nepriatel si mysl{ &slo od 1 po 2™. Vjednom kroku sa ho vieme spytat Tubovolni ANO / NIE
otazku a on nam pravdivo odpovie. Dokazte, ze vieme zistit nepriatelovo ¢islo na najviac n otazok.

Uloha 12. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré st zhora nadol oc¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (konecéne vela) trpaslikov. Kazdy den, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia, na ktorom
sa nachadzaja aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov
mal v ten den na svojom poschodi. Dokézte, ze po urc¢itom (koneénom) pocte dni bude na kazdom poschodi
najviac jeden trpaslik.



