VvV e
Mnoziny
— TUloha 1. Nech 4 = {1,2,3,2,4}
a) Kolko prvkov ma mnozina A?

Urcte pravdivostné hodnoty vyrokov:

b) 1€ A, e) A€ A, h) 0 C A,
c) {1} € A, f) ACA, i) {a,b} € A,
d) {1} € 4, g) e A, j) {a,b} C A

— Uloha 2. Uvedte priklad mnoziny B, pre ktora platia vetky nasledovné vyroky: § € B, 2 € B, {3,4} C B,
{5,6} € B.

Uloha 3. Uvedte priklad mnoziny C, pre ktort plati {0} € C' A {0} C C.
— Uloha 4. Uvazujme mnoziny:
A={-2,-1,0,1,2,3}, B=1{2,3456), C={zecB|(x—3)(x—4) =0}, D={k—Tk|keAl.

Vyjadrite nasledovné mnoziny vypisanim vsetkych prvkov:

a) C'= d) A\B=
b) D= e) AUC =
c) ANB = f) D\ B =

Uloha 5. Nech A = {—2,—1,0,1,2,3}. Kolko prvkov mé mnozina {{a, —a} | a € A}?

Uloha 6. Nech M = {—10,-9,...,—1,0,1,...,9,10} anech K je mnozina kladnych &sel z M, S je mnozina
obsahujica nasobky styroch z M (aj zéporné) a P = {—7, —1,3,4}. VypisSte prvky mnoziny

(K — P)n(SUP).

Uloha 7. Matematicky presne zapiSte mnoziny:

— a) mnozina, ktord obsahuje redlne ¢isla, ktoré st mensie ako 42 alebo vécsie ako 77
— b) mnozina, ktord obsahuje celé ¢isla vicsie ako —17 a zaroven mensie ako 100;
¢) mnozina parnych celych ¢isel;
— d) mnozina neparnych celych ¢isel;
e) mnozina prirodzenych ¢isel, ktoré st delitelné piatimi;
— f) mnozina druhych mocnin celych éisel, teda {0,1,4,9,16,25,36,... };
g) mnozina mocnin dvojky, teda {1,2,4,8,16,32,64,... };
h) mnozina prirodzenych ¢isel, ktoré davaji po vydeleni siedmimi zvysok 3, teda {3,10,17,24,31,38,... };
i) mnozina prirodzenych ¢isel, ktoré sa koncia na cifru 6, teda {6, 16,26, 36,46, ... };

)
j) mnozina prirodzenych ¢isel, ktoré su delitelné dvomi alebo tromi;
)

— k) mnozina zlozenych kladnych celych éisel, teda {4,6,8,9,10, 12,14, 15,16, 18,20,21,22,... };
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1) mnozina vSetkych prvoéisel, teda {2,3,5,7,11,13,17,19,23,... }.
Uloha 8. Mime dva sposoby ako zapisat mnozinu neparnych celych cisel:
Ni={2k+1|kcZ} a No={2k—-1|keZ}
Su tieto mnoziny rovnaké? (Teda plati Ny = Ny?)
Uloha 9. Co v pripade takéhoto zépisu mnoziny neparnych prirodzenych c¢isel?
P ={2k+1|keN} a P={2k-1|keN}

Uloha 10. Dokéazte identity:

a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
b) (A—C)—(B—C)=A— (BUC)

Podobné identity na precvicenie dokazovania najdete v skriptach

Uloha 11. Dokézte, Ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati (A C BAB C C) = (A C C). Plati aj opacné
implikacia?

Uloha 12. Rozhodnite, & pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) ACBNC & (ACBANACCO)
b)) ACBUC< (ACBVACCO)

Uloha 13. Dokézte, ze nasledovné tri podmienky st ekvivalentné:

(i) AC B,
(i) AUB =B,
(iii) AN B = 4,
(iv) A-B=B— A.
Uloha 14. Zostrojte potenéné mnoziny P({1,2}) a P({0, {0}}).
Uloha 15. Zistite, v akom vztahu (rovnost / inklizia / Ziaden) st mnoziny:
a) P(A)NP(B)aP(ANB)
b) P(A)UP(B)a P(AUB)
Uloha 16. Zistite, ¢ pre Tubovolné mnoziny A, B plati:
a) P(A—B)—{0} CP(4) —P(B),
b) P(A) — P(B) C P(A— B) — {0}.
Vase tvrdenia dokézte.
Uloha 17. Zistite, ¢ pre Iubovolné mnoziny A, B, C' plati:
a) P(ANB)—-P(ANC)CP(A) —P((O),
b) P(A)—P(C) CPANB)—-PANC).



Vase tvrdenia dokazte.

Uloha 18. Nech A je podmnozina prirodzenych ¢isel. Supermnozinou mnoziny A nazveme mnozinu vsetkych
nadmnozin mnoziny A v univerze prirodzenych ¢isel. Budeme ju oznacovat S(A). Teda

S(A)={XeP(N)|AC X}
Zistite, ¢i pre Tubovolné mnoziny A, B plati:
a) S(ANB) CS(A)NS(B),
b) S(ANB) D S(A)NS(B).

Vase tvrdenia dokazte. Pre ziskanie plného po¢tu bodov nesmiete bez dékazu vyuzit tvrdenia o mnozinach,
vsetky vyuzité tvrdenie dokazte z definicie.

Uloha 19. Dokazte, ze A1 U A U---U A, sa di pre n > 2 vyjadrit ako:

a) AlU(AQ—Al)U(Ag—(AlUAQ))U"-U(An—(AlUAzU”'UAn_l))
b) (Al—AQ)U--'U(An_l—An)U(An—Al)U(AlﬂAQﬂ'”ﬂAn)
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Ukéazeme, ze P(A)NP(B) =P(ANB).

Dékaz P(A) NP(B) C P(AN B): Pre vsetky X plati:
1. Nech X € P(A)NP(B)
2. X e P(A) A X € P(B) (definicia prieniku)
3. X C AA X C B (definicia potenénej mnoziny)

4. X C AN B, lebo kazdy prvok mnoziny X sa nachadza v A (vdaka X C A) aj v B (vdaka X C B),
teda sa nachadza aj v AN B.

5. X € P(AN B) (definicia poten¢nej mnoziny).
Tym sme ukazali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) = (X € P(ANB)).
Dékaz P(A) NP(B) 2 P(AN B): Pre vsetky X plati:

1. Nech X € P(ANB)

2. X C AN B (definicia poten¢nej mnoziny)

3. X CA(lebho X CTANBCA)

4. X C B (lebho X CANBCB)

5. X CAANX C B (lebo 3. a 4.)

6. X € P(A) A X € P(B) (definicia potencnej mnoziny)

7. X € P(A)NP(B) (definicia prieniku)

Tym sme ukazali, ze plati (VX)(X € P(A)NP(B)) < (X € P(ANB)).

Poznamky

Zdovodnenie Sedou su zrejmé (ide len o pouzitie definicie), mozete ich vynechat. Dékaz 4. kroku 1. inklizie
mozno spravit viac formalne aj takto:

i. Nechy € X
ii. y€ A (lebo X C A)
iii. y € B (lebo X C B)
iv. y € AN B (lebo ii. a iii.)

Podobne mozno formélne dokdzat aj 3. krok (a analogicky aj 4. krok) z 2. inkluizie:

i. Nechy € X
ii. ye AN B (lebo X C AN B)

iii. y € A (definicia prieniku)
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a) Dokazeme obe implikacie priamym dokazom.

=: Nech plati A C BN C, dokdzeme A C BAACC.
1. Nechz € A

z € BNC (z predpokladu A C BN C)
x € B Az € C (definicia prieniku)
ACB (xe€B)

ACC (z€0)

ACBANACC.

<: Nech plati AC BAAC C, dokdzeme A C BN C.
1. Nechz € A

x€ B (ACB)

zeC (ACCO)
re€BAxzelC

x € BN C (def. prieniku)
ACBNC.

b) Ukazeme kontrapriklad, pre ktory tvrdenie neplati. Nech

A={1,3},
B={1,2},
C = {3,4}.

Ocividne plati A C BUC, ale neplati A C B ani A C C. Skuto¢ne, ak by sme sa snazili dokéazat
implikdciu =, tak sa dostaneme k bodu z ktorého nevieme pokracovat.

Nech A C B U C'. Skusime dokazat A C BV A C C. Aby bola disjunkcia pravdiva, musi platit
aspon jeden ¢len. Skiisme dokézat najprv prvy, teda A C B.
1. Nechz € A
2.z BUC (ACBUQ)
3. xe Bvzel.
A tu sa dostdvame k problému. Tato disjunkcia bude pravdiva aj vtedy, ked « ¢ B ale x € C, preto

nevieme dokézat, ze x € B a teda aj A C B. Ked sa pokusime dokdzat A C C, tak sa dostaneme
k rovnakému problému.

D4 sa kazdopadne overit, ze implikacia < plati.



