Relacie: operacie a vlastnosti

Rodokmnen

V nasledovnych tlohach budeme uvazovat rodinu z rodokmena nizsie. Ludi budeme oznacovat malymi
pismenami podla ich iniciadl. Teda a je Adam.
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— Uloha 1. Chceme si nejako prehladne zapisat vztahy kto je, koho dietatom (napr. Eva je dietatom Adama).
Akymi sposobmi to vieme znazornit? Ak formalnu Struktdru na to vieme pouzit?

Ozna¢me L mnozinu vSetkych Iudi, ktord ma rozklad {M, Z} na muzov a zeny.

Uloha 2. Vypiste prvky mnozin L, M, Z za predpokladu, ze fudia mimo uvedeného rodokmena neexistuju.
Na mnozine L vsetkych Iudi, ktord ma rozklad {M, Z} na muzov a zeny, definujeme reldcie:

e D: 2Dy < z je dietatom y,

o S: xSy & x je zosobdSeny/na s y.

Tento rodokmen budeme vyuzivat na lepsSiu predstavu situicie. V nasledovnej tlohe vsak budeme chcief
— Uloha 3. Dopliite chybajicich Iudi do zépisov (ndjdite vSetky riesenia) a slovne ich preéitajte:

a) gD b) D¢ c) eS__

— Uloha 4. Pomocou relacii D, S, operécii na relaciach a mnozinovych operécii definujte relacie:

a) je rodi¢om,«— e) je dedkom, < i) je ujom,
b) je vnukom/vnuckou,< f) je strodencom, j) Je sesternicou,
k) je predkom,
¢) je starym rodi¢om, < g) je bratom,
1) je pribuznym.
d) je matkou,+ h) je svokrou,+

Uloha 5. Dopliite chybajtcich Tud{ alebo reldcie:

a) fD™ c) gSD__ e) ISDD™S
b) iDD d) mDD~ f) sSS



Operacie s relaciami

— Uloha 6. Majme reldciu R medzi prvkami mnoziny A = {a,b,c,d} a mnoziny B = {1,2,3,4,5} a relaciu
S na mnozine B = {1,2,3,4,5}, ktoré médme zadané nasledovne:

R = {(a’ 2)7 (CL,5), (bv 1)7 (C, 2)’ (Cv 3)7 (Ca 5)}’
S={(1,1),(1,3),(1,2),(2,4),(3,4), (4,4),(4,5)}.

a) Uvedte priklad z redlneho zivota, ktory moze reprezentovat tito situdciu: konkrétne nazvite prvky
mnozin A, B a relacie R, S.

b) Ako vieme tieto reldcie znézornit?
c) Vypiste relacie R~, S~, RS a SR (ak existuju).
d) Uvedte priklady z redlneho zivota, ktoré nie st vhodné na reprezenticiu tejto situdcie

Uloha 7. Nech D a E st reldcie medzi prvkami mnozin A a B. Dokéazte, Ze:

a) (D7)~ =D

—~  b) (DNE)" =D NE",
¢) (DUE)"=D"UE",
d) (D\E)" =D~ \E",
e) (DY)~ = (D7),

fy DCE= D~ CE".

— Uloha 8. Nech D je relécia medzi prvkami mnozin A a B a nech F je reldcia medzi prvkami mnozin B
a C. Dokézte, ze potom (DE)~! = E~1D~1.

Uloha 9. Nech R, Ry, Ry st bindrne relacie z A do B a S, S1, So bindrne relécie z B do C. Rozhodnite, ¢
vo vSeobecnosti platia nasledonvé tvrdenia:

— a) R(S1NS2) =RS1NRSy
b) (RiNR2)S = RSN RS
c) R(S1USy) = RS; URS,
d) (R URs)S = RS U RyS
e) ak S1 C S9, tak potom RS; C RS
f) ak Ry C Ry, tak potom R1S C RyS
— g) R(S1 —S2) = RS1 — RS,
)

h) (R — Ry)S = RS — RyS

V pripade, ze v niektorom pripade neplati rovnost, plati aspon jedna inklizia? Platia v ¢) a d) obréatené
implikicie? (RieSenie tilohy si mdzete pozriet v skriptach Olejar, Skoviera na strane 70 (77 v pdf), Veta 4.3).

Vlastnosti relacii

— TUloha 10. Aké relacie poznate zo strednej skoly? Pre kazdd z nich urcte, ¢i je reflexivna, ireflexivna,
symetricka, tranzitivna.

Uloha 11. Nech 4 = {1,2,3,4,5}. Urcite kolko relacii je na mnozine A



a) reflexivnych? d) symetrickych a nie reflexivnych?
% " L7
b) symetrickych? e) (*) tranzitivnych?
f) (*) symetrickych, reflexivnych a nie tranzitiv-
c) reflexivnych a symetrickych? nych?

Uloha 12. Rozhodnite, ¢i reldcia R je reflexivna, ireflexivna, symetricka, tranzitivna:

a) R={(a,b) e NxN; 6|a+b}

) R

b) S={(z,y) eERXR; z—y>1}

¢) T={(z,y) € R xR; 2?2+ 4y? < 4day}

d) Reldcia U na P(Z), takd ze (z,y) € U & 47 € xNy.
e) V={(ab) €ZxZ;5|(a—0b)}.

Uloha 13. Dokézte, ze ak R je tranzitivna reldcia, tak aj R~ je tranzitivna reldcia.

Uloha 14. Dokézte, Ze pre lubovolnti mnozinu A a Iubovolni reldciu R na mnozine A plati:

a) R je reflexivna prave vtedy, ked 14 C R.
b) R je symetrickd prave vtedy, ked R~ C R.
¢) R je tranzitivna prave vtedy, ked R? C R.

Uloha 15. Na mnozine M = {1,2,3,4,5,6} definujte reliciu R, ktora:

a) je reflexivna, tranzitivna a nie symetricka,;
b) nie je reflexivna, symetrickd ani tranzitivna,
c) nie je tranzitivna, ale R? je tranzitivna;

d) nie je tranzitivna a ani R? nie je tranzitivna.

Uloha 16. Rozhodnite, ¢ reldcia R je reflexivna, ireflexivna, symetrickd, tranzitivna (do pozornosti ddvame
hlavne tlohy po i)):

a) Relacia R na Z x Z také, ze (a,b)R(c,d) < ac = bd
b) Relacia R na Z x Z taka, ze (a,b)R(c,d) < ad = be
c) | ={(a,b) e ZxZ; FkeZ)(b=k-a)}
d) S={(z,y) e RxR; sinz =siny}

f) Relacia P na P(Z), taka ze (z,y) e P xNy = Z.

g

)
)
)
) S
e) R={(a,b) €ZxZ; 7|a+b}
)
)
h) Reldcia P na P(Z), také ze (z,y) € P < zNy = 0.
i)

(

Relacia P na P(Z), takd ze (z,y) € P 2z Uy = Z.
(
(

i) Reldcia P na P({1,2,3}), takd ze (A, B) € P < |A| = |B|, kde | M| oznacuje pocet prvkov (konec¢nej)
mnoziny M.

j) S={(r,s) €ZXZ; Ir+s|=1[3+r—s|}



k) T={(r,s) ERxR; |r+s|=|3+r—s|}

) R={(¢c,d) €Z xZ; ¢c—d =4}
m) R ={(c,d) € Z x Z; (cd+ 100)(cd — 60) = 0}

n) R={(r,y) €ZxZ; |z +yllzr—yl <3}

0) R={(a,b) € Z x Z; (Ja+b| —24)(|a — b — 24) = 0}
p) S={(z,y) eRxR; z—ye(-11)}

q) §={(z,y) e RxR; 2 -y €(0,1)}

r) S={(x,y) € R xR; 22 = 2y?}

s) Relacia R na N taka, ze (z,y) € R< x =2V

t) Relacia R na R taka, ze (z,y) € R< x+y < 100
u

v) Relacia R na R taka, ze (x,y) e Rexz—y € Q.
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(z,y)
(z,y)
Relacia R na R taki, ze (z,y) € R < |z| < |y|.
(z,y)
(z,y)

w) Reldcia R na N taka, 7e (z,y) € R < 3 | 2% + ¢?



