Cvicenia pre pokrocilych 3

Matematicka indukcia

Uloha 1. Mame §tvoréekovi siet rozmerov 2™ x 2" §tvoréekov, na ktorej je jedno zo Styroch stredovych
policok ¢ierne, zvysné si biele. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n vieme Stvorcekovu siet vydlazdit
dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrazku) tak, ze sa dlazdice nebudu prekryvat a kazdé biele policko
bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otacat.

Uloha 2. Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych &isel 1, o, ..., @y so stéinom 1 plati
1 +2x20+...+xy > n.

Uloha 3. Dokézte, ze pre lubovolnych n nezdpornych redlnych &sel z1,zo, ..., z, plati (tzv. nerovnost
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom):

Tt Ta -,
n

> Yx1To...2Ty.

Uloha 4. Hrdme sa nasledovnd hru: na zadiatku mame jednu kopku s 10 Zeténmi. V jednom kroku si
vyberieme Iubovolni képku s aspon 2 zeténmi a rozdelime ju na dve neprazdne kdpky. Ked takto ziskame
jednu képku s a Zeténmi a druht s b Zeténmi, za takyto krok ziskame ab bodov. Tieto kroky opakujeme do
vtedy, dokym vSetky kopky neobsahuji len jeden Zetén. Kolko najviac bodov mozno ziskat v tejto hre? Ako
vyzerda odpoved vseobecne, ked zac¢iname s n zetonmi, kde n je kladné celé ¢islo?

Priklad. Na zac¢iatku mame kopku so 10 zetonmi. V prvom kroku ju rozdelime na dve kopky s 3 a 7 zetonmi,
za Co ziskame 3 -7 = 21 bodov. V druhom kroku si vyberieme napriklad kopku so 7 Zeténmi a rozdelime ju
na 2 a 5 zeténov, ¢im ziskame 2 -5 = 10 bodov. Zatial mame 21 + 10 = 31 bodov a este vieme pokracovat
dalsimi tahmi.

Uloha 5. V rade je ulozenych 2" + 1 policok, pri¢om prvé a posledné policko st zasvietené a zvysné policka
st zhasnuté. Na prvom (najlavejsom) policku sa nachadza robot, ktorému moézeme déavat nasledovné prikazy:

o vpravo: robot sa pohne o 1 policko doprava (pokial je na poslednom policku, tak sa nepohne).
» vlavo: robot sa pohne o 1 policko dolava (pokial je na prvom policku, tak sa nepohne).

e zazni: pokial sa robot nachddza na policku, ktoré je presne medzi dvomi zasvietenymi polickami, tak
toto policko zazne. V opac¢nom pripade sa ni¢ nestane.

Dokazte, ze pre vSetky celé ¢isla n > 0, vieme pomocou n - 2" alebo menej prikazov zazat vSetky policka.

Priklad. Pre n = 3 mame 23 4+ 1 = 9 policok, ktoré si moézeme oéislovat 0,1, ...,8. Prikazy mozeme déavat
napriklad takto:
prikaz | akcia robota
vpravo | Posun na policko 1
vpravo | Posun na policko 2
vpravo | Posun na policko 3
zazni | Ni¢ sa nestane, lebo policko 3 sa nenachadza presne medzi polickami 0 a 8
vpravo | Posunieme sa na policko 4
zazni | Robot zazne policko 4, lebo sa nachadza presne medzi polickami 0 a 8
vlavo | Posun na policko 3
vlavo | Posun na policko 2
zazni | Robot zazne policko 2, lebo sa nachadza presne medzi polickami 0 a 4
Po tychto deviatich prikazoch svietia styri policka (0, 2, 4 a 8).




